Estructuras semitopológicas, propiedades y construcciones. by Forero Baquero, Wilson Javier
ESTRUCTURAS SEMITOPOLÓGICAS,
PROPIEDADES Y CONSTRUCCIONES
Wilson Javier Forero Baquero
Universidad Nacional de Colombia






WILSON JAVIER FORERO BAQUERO
Trabajo de grado presentado como requisito parcial para optar por el titulo de:
Magister en Ciencias Matemáticas
Director:
JOSE REINALDO MONTAÑEZ PUENTES
Universidad Nacional de Colombia




A Dios, mi familia y





En este trabajo se estudian los funtores topológicos, topológicamente algebraicos y semi-
topológicos. Al respecto se relacionan algunas de sus propiedades y construcciones. Un
hecho interesante es que categorías de carácter algebraico y topológico quedan enmarca-
das dentro de las categorías semitopológicas.
De otro lado, la idea de extender una categoría a otra con mejores propiedades, es un
problema latente en teoría de categorías, al respecto, se muestra una manera de construir
categorías de prehaces asociadas a categorías semitopológicas.
Palabras claves: Categoría, funtor topológico, funtor topológicamente algebraico, funtor
semitopológico, prehaz.
Abstract
In this text, we study the topological, topologically algebraic and semitopological functors.
About this functors we proof some of its properties. An interesting fact is that categories
of algebraic and topological type are included in the semitopological categories.
On the other hand, the idea of extending one category to another with better properties is a
natural problem in category theory, in this respect, it shows a way to construct categories
of presehaves associated with semitopological categories.
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Introducción
Las categorías permiten estudiar nociones que pueden verse restringidas por las condi-
ciones conceptuales impuestas por la teoría de conjuntos, permitiendo el surgimiento de
nuevas conexiones naturales aparentemente distantes, encontrando patrones que permiten
clasificaciones más claras de las existentes.
En el estudio del tránsito de las propiedades del funtor de olvido entre la categoría de los
espacios topológicos y la categoría de conjuntos a la teoría de categorías, nos encontramos
con una aproximación dada por Preuss en [26] cuya finalidad es trasladar la propiedad de
levantar objetos y morfismos a la categoría de partida, como ocurre en la topología con las
nociones de topología inicial y final, pero dicha aproximación es insuficiente en algunos
caso como se muestra en [5], por lo tanto se debe optar por una noción que condense con
mayor exactitud el objeto de estudio, esto lo logra Adamek en [2] por medio del levanta-
miento de fuentes, lo que conlleva al concepto de categoría topológica. Una perspectiva
equivalente a la noción de levantamiento de fuentes con varios morfismos es la estudiada
por Montañez, Ardila y C. Ruiz en [5], la cual contempla fibras del tipo retículo completo
y la fidelidad del funtor sin olvidar las condiciones de levantamiento.
Al poseer una noción categórica de las topologías iniciales es natural buscar funtores que
preserven estas propiedades, esto fue estudiado por Montañez en [18] y tuvo como resul-
tado el concepto de funtor elevador y coelevador de estructura, estos permiten por medio
de sus puntos fijos crear nuevas categorías topológicas; además se abre un panorama in-
teresante en dotar de propiedades internas a dichas categorías, debido a que muchas veces
carecen de exponenciación, por medio de la construcción de un topos con buenas propieda-
des categóricas y que expandan a su vez la riqueza de las nociones topológicas existentes,
esto fue el eje central en ciertos resultados expuestos en [18].
Se focalizó el estudio en ciertas condiciones, bien sea levantamientos o fibras del tipo
retículo completo, pero estas pueden llegar a ser muy fuertes, excluyendo categorías de
interés; por ejemplo, la categoría de los espacios de Hausdorff aún siendo rica en infor-
mación para la topología general, no constituye una categoría topológica y ni qué pensar
de la categoría de los grupos, siendo una estructura algebraica tener condiciones topológi-
cas tan fuertes, por lo cual se buscó una nueva visión al pedir que los levantamientos no
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sean sobre el objeto de estudio sino en uno tal que tenga información relevante que antes
deseábamos levantar y ahora este conectado por morfismos ricos en la preservación en la
esencia de la categoría de estudio. Una aproximación interesante fue propuestas por Hong
en su tesis de maestria [11], la cual pide factorización del tipo (generador, fuente inicial)
en cambio de los levantamientos, conllevando que estos últimos sean casos particulares de
esta factorización, además, permiten la preservación de límites, monomorfismos, comple-
tez, pero fallando en la cerradura para la composición usual de funtores.
Tholen en [27] propone un tipo de factorización debilitada permitiendo un correcto com-
portamiento de la composición, esto motivó el concepto de funtor semitopológico, conlle-
vando al estudio del tránsito de las propiedades mostradas para los funtores topológicos,
observando que es posible transmitir de manera natural el concepto de elevación y coele-
vación, pero con una diferencia clara para la formación de nuevas categorías, debido a que
se debe hablar de un nuevo concepto la g-plenitud de un funtor (se define de esta forma
debido a que en la literatura no se encuentra una definición que condense su esencia) y
bajo condiciones de coelevación para funtores semitopológicos, los puntos fijos generan
nuevas categorías semitopológicas.
Al sumergirse en un estudio más detallado de la conexión de conceptos de elevación,
factorizaciones y g-plenitud se mostrará la equivalencia entre reflexividad y funtores se-
mitopológicos, lo cual permite dar ejemplos de categorías semitopológicas, constituyendo
inclusive un generador de categorías semitopológicas. Adicional a lo anterior se estudiará
lo mostrado por Tholen en [27] acerca de que todo funtor semitopológico es una restric-
ción de un funtor topológico.
Para concluir el traslado de nociones propias de las categorías topológicas se definen los
topos semitopológicos, generalizando los topos construidos por Montañez en [18] cons-
truyendo ejemplos interesantes que permiten el análisis del tránsito entre las categorías
semitopológicas y su asociación a una categoría de prehaces. Además, se demuestra que




Nociones básicas en categorías y
funtores
La interrelación de diferentes áreas de la matemática constituye uno de los pilares de la
teoría categorías, lo cual se estudiará en el presente capítulo por medio de los conceptos
de funtor y transformación natural, basados en [2] y [15].
1.1. Las nociones de categoría y funtor
Definición 1.1. Se entenderá por una categoría a una cuádrupla C = (O,hom, id,◦) la
cual consiste en:
• Una clase O que se conoce como C-objetos.
• Para cada par (X ,Y ) de C-objetos un conjunto hom(X ,Y ) cuyos elementos se de-
notan como C-morfismos.
• Para cada C-objeto X, un morfismo idX llamado C-identidad.
• Una ley de composición ◦ para C-morfismos tal que si:
X
f // Y y Y
g // Z entonces X
g◦ f // Z es un C-morfismo. Además que esta com-
posición sea asociativa, las C-identidades actúen como identidad de la composición
y cada par de conjuntos hom(X ,Y ) sean disjuntos.
Algunos ejemplos de categorías son:
Ejemplo 1.1. 1. La categoría de los espacios topológicos Top. Los objetos son los
espacios topológicos y los morfismos las funciones continuas.
2. La categoría de los espacios de Hausdorff Haus. Los objetos son los espacios topo-
lógicos de Hausdorff y los morfismos las funciones continuas.
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3. La categoría de los conjuntos Conj. Los objetos son conjuntos y los morfismos las
funciones.
4. La categoría de los grupos Grp. Los objetos son los grupos y los morfismos son los
homomorfismos de grupos.
5. La categoría de los grupos abelianos Ab. Los objetos son los grupos abelianos y los
morfismos son los homomorfismos de grupos.
6. La categoría de las relaciones Rel, los objetos son pares (X ,ρ) donde X es un
conjunto y ρ es una relación sobre X, los morfismos son triplas ( f ,ρ,σ) donde
f : X → Y es una función y (a,b) ∈ ρ implica que ( f (a), f (b)) ∈ σ , la ley de com-
posición entre dos morfismos ( f ,ρ,σ) a (g,σ ,τ) se da por (g◦ f ,ρ,τ).
7. La categoría de los conjuntos parcialmente ordenados completos CPos. Los objetos
son conjuntos parcialmente ordenados, tales que tengan supremo e ínfimo para ca-
da subconjunto finito, los morfismos son funciones monótonas no decrecientes que
respetan ínfimos y supremos.
8. La categoría Co. Los objetos son triplas (X ,A,φ) tal que X es un conjunto, A ⊂ X
y una función φ : ℘(A) → X tal que φ({a}) = a para todo a en A, un morfismo
f : (X ,A,φ)→ (Y,B,ψ) es una función f : X → Y tal que f [A]⊂ B y ( f ◦φ)(M) =
ψ( f [M]) para todo M ⊂ A.
En los ejemplos  y  se tiene que poseen el mismo tipo de morfismos y todo espacio de
Hausdorff en particular es topológico esto generalizado se conoce como una subcategoría,
es decir:
Definición 1.2. Una categoría B se dice subcategoría de una categoría A si:
1. O(B)⊆ O(A),
2. Para cada X ,Y ∈ O(B), homB(X ,Y )⊆ homA(X ,Y ),
3. Para cada objeto la B-identidad en B es la A-identidad en A y la ley de composición
en B es la restricción de la ley de composición en A a los objetos de B.
En caso de que se cumpla homB(X ,Y ) = homA(X ,Y ), se dirá que B es una subcategoría
plena de A.
Es usual en teoría de categorías hablar del dual de una categoría A, lo cual se denotará
por Aop y constará de (Oop,homop, idop,◦op) donde homAop(A,B) = hom(B,A) y f ◦op g =
g◦ f .
Ejemplo 1.2. Un conjunto parcialmente ordenado A=(X ,≤) visto como categoría consta
de los puntos de X como objetos y morfismos definidos por f : a → b si y solo si a≤ b, en
este caso la categoría dual Aop = (X ,≥) estaría definida en objetos por los puntos de X y
morfismos f : a → b si y solo si a≥ b.
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La noción de dualidad permea no solo las categorías sino cualquier propiedad, esto se
conoce como principio de dualidad, el cual nos indica que si una propiedad P es validá
para todas las categorías entonces su propiedad dual Pop es validá para todas las categorías.
Una vez establecido el concepto de categoría surge la inquietud de relacionarlas entre sí.
Por ejemplo, pueden relacionarse las categoría Top y Conj, por medio de dos funciones,
una que actúa en objetos y otra que actúa en morfismos y que sea compatible con la
composición, es decir que la asignación vista en su totalidad considera los tres elementos
que definen una categoría, para el caso que estamos mencionando, a un espacio topológico
le podemos asignar el conjunto subyacente, tan solo nos olvidamos de la topología, y a
cada función continua le asignamos la misma función olvidándonos de la continuidad.
El mecanismo del que se está hablando motiva el concepto de funtor, el cual se define a
continuación.
Definición 1.3. Un funtor covariante F es una aplicación entre dos categorías A y B tal
que:
• Para todo A-objeto A, F(A) es un B-objeto,
• Para cada A-morfismo f , F( f ) es un B-morfismo, tal que:
• F( f ◦g) = F( f )◦F(g) siempre que f ◦g esté definido,
• F(idA) = idF(A) para todo A-objeto.
En caso que F( f ◦g) = F(g)◦F( f ) se dirá que el funtor es contravariante; algunos ejem-
plos de funtores son:
Ejemplo 1.3. -
1. Funtores del tipo olvido: son aquellos que olvidan la estructura:
O :Co→Con j Si (X ,A,φ) es un objeto de Co, se define en objetos por: O(X ,A,φ) =
X y en morfismos O( f ) = f .
O :Top→Con j Si (X ,τ) es un espacio topológico, se define en objetos por O(X ,τ)=
X y en morfismos tan solo olvida la continuidad de la función O(f) = f .
O : Grp →Con j Si (X ,∗, ...) es un Grupo, se define en objetos olvidando la estruc-
tura de grupos O(X ,∗, ...) = X y en morfismos se define O( f ) = f .
O :VectK →Con j Si (V,+, ·, ...) es un espacio vetorial sobre el campo K, en objetos
se define por O(V,+, ·, ...) =V y en morfismos se define por O( f ) = f .
2. Funtores del tipo inclusión:
ı : Hauss → Top si (X ,τ) es un espacio de Hausdorff, en objetos está dado por
ı(X ,τ) = (X ,τ) y en morfismos i( f ) = f .
ı :Ab→Grp si (X ,∗, ...) es un Grupo Abeliano, en objetos está definido por ı((X ,∗, ...))=
(X ,∗, ...) y en morfismos se comporta ı( f ) = f .
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Los funtores pueden cumplir nociones de inyectividad o sobreyectividad como ocurre con
las funciones conjuntistas, esto se conoce como fidelidad y plenitud; es decir, un funtor es
fiel siempre que F( f ) = F(g) implica que f = g, con f ,g morfismos en la categoría A y
es pleno si para todo par de objetos A,A′ y todo morfismo FA
g // FA′ en B existe un
morfismo A
f // A′ en A que satisface F( f ) = g. Si F : A → X es un funtor fiel se dirá
que A es una categoría concreta sobre X.
1.2. Subcategorías reflexivas y correflexivas
Se han dado ejemplos que motivaron definiciones categóricas a partir de los conjuntos, si
consideramos ahora conceptos del tipo algebraico es posible construir a partir de un con-
junto arbitrario un grupo, esto da lugar a la definición de grupo libre, que satisface cierta
propiedad universal (ver [12]), es decir, para todo objeto de la categoría de los conjun-
tos existe un objeto en la categoría de Grupos, al generalizar este hecho se desprende el
siguiente enunciado.
Definición 1.4. Sea F : A → B un funtor y B un objeto de B, el objeto libre sobre B es un
objeto AB en A tal que existe mB : B → FAB y para cada g : B → FC con C un objeto de A,











En caso que lo anterior ocurra para cada objeto de la categoría B se dirá que F posee
adjunto a izquierda. De forma dual se define el objeto colibre y un funtor posee adjunto
a derecha si cada objeto de B posee un objeto colibre. Ejemplificando la noción de objeto
libre:
Ejemplo 1.4. -
1. Sea O : Top → Con j, para todo conjunto X se le asocia la topología discreta, lo
cual notamos por (X ,℘(X)).
2. Sea ı : Ab → Grp, para todo grupo (G,∗, ...) no abeliano se puede construir por
medio de la abelianización de G, el grupo (G/ < aba−b− >,∗...)
4
3. Tomado de [21], sea ı : Hauss → Top, para todo espacio topológico (X ,τ) tome
todos las funciones continuas f : (X ,τ)→ (Y,η) donde todos los (Y,η) son espacios
de Hausdorff; defina la relación ∼ sobre X como: a ∼ b si y solo si para toda f y
(Y,η), se cumple f (a) = f (b); es posible verificar que ∼ es de equivalencia.
Si H(X) := X/ ∼ entonces (H(X),τ) es un espacio topológico donde τ es la topo-
logía cociente, conocido como espacio cociente de Hausdorff, para sustentar este
nombre debemos ver que en efecto es de Hausdorff, sea [x] y [x] en H(X) tal que
[x] 6= [x], esto indica que existe Y tal que f (x) 6= f (x), al ser Y de Hausdorff,
existen una vecindad U de f (x) y V de f (x) disyuntas, al aplicar la continuidad
de f tengo que f−(U) será un abierto que contiene a x al igual f−(V ) contendrá
a x, cumpliendo que f−(U)∩ f−(V ) = /0 conllevando que H(X) es Hausdorff.
La construcción anterior aplica para los funtores inclusión de la categoría TopT ,
TopT , Tych,Reg a Top, la idea de este hecho surgue a partir de lo estudiado por
Munkres en [20], dentro de las nociones de espacio de identificación.
De los ejemplos 2 y 3 se observa que el funtor inclusión posee adjunto a izquierda esto en
la teoría de categorías se conoce como reflexión y coreflexión en el caso que posea adjunto
a derecha el funtor de inclusión. El siguiente enunciado expresa una forma equivalente de
hablar de subcategoría reflexiva.
Definición 1.5. Sea A subcategoría de B se dirá que es reflexiva si para todo objeto B de
B, existe un objeto AB en A y un morfismo g en B con g : B → AB tal que si existe otro A y
g : B → A en B, existirá un morfismo f : AB → A en A tal que f ◦g = g.
Es interesante estudiar los conceptos de reflexión y correflexión en diferentes áreas de la
matemática debido a la variedad de construcciones, algunos de ellos son:
Ejemplo 1.5. Sea la categoría de los espacios de Tychonoff Tych y la subcategoría de los
espacios compactos de Hausdorff HComp, el funtor ı : HComp → Tych posee adjunto a
izquierda StC : Tych → HComp, definido por la compactificación de Stone Cech.
[1] Sea la categoría de los retículos Rel y la subcategoría de los retículos distributi-
vos DRel, es posible construir a partir de un retículo arbitrario L, un retículo distribu-
tivo asociado a él. Sea B(L) el conjunto de los ideales primos de L, es posible cons-
truir la función dL : L →℘(B(L)) la cual es inyectiva si y solo si L es un retículo dis-
tributivo, por lo tanto si tomamos a N(dL) como el núcleo de la función, se tiene que
dL : (L/N(dL))→℘(B(L)) es inyectiva y por tanto L/N(dL) resulta un retículo distributi-
vo, teniendo de manera natural el morfismo DdL : L → L/N(dL); esto genera el funtor de
distributivación Dd : Rel → DRel, el cual es adjunto a izquierda del funtor de inclusión
de DRel a Rel.
Se visualiza que las reflexiones generan una conexión entre el funtor inducido por la cate-
goría reflexiva y el funtor identidad de la categoría de estudio, al generalizar este fenómeno
entre dos funtores surgen las transformaciones naturales,
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Definición 1.6. [2] Sean A, B categorías y F,G : A → B funtores, una transformación
natural τ : F → G es una aplicación que asigna a cada objeto en A un morfismo τx :











Con la noción anterior es posible hablar de equivalencia entre categorías, debido a que dos
categorías son isomorfas si existen funtores F : A → B y G : B → A tales que F ◦G = idB
y G ◦F = idA. En general se trabaja con categorías equivalentes es decir un funtor F
es una equivalencia si existe un funtor G e isomorfismos naturales λ : F ◦G → idB y
µ : G ◦F → idA. Además la nación de transformación natural motivará las nociones de
elevación y coelevación en funtores semitopológicos.
Es interesante estudiar una caracterización de las categorías equivalentes por medio de la
fidelidad, plenitud y representabilidad, entendiendo con este último término que un funtor
F : A → B es representativo si para todo objeto Y en B, existe un objeto X en A, tal que
FX ∼= Y , lo anterior nos permite mencionar el siguiente teorema:
Teorema 1.1. [2] Sea F : A → B un funtor, entonces las categorías A y B son equivalentes
si y solo si F es fiel, pleno y representativo.
1.3. Límites y colímites
Al estudiar el conjunto homA(X ,Y ) es pertinente preguntar qué tan parecidos puede llegar
a ser los elementos en dicho conjunto, es decir, se puede encontrar un objeto Z y un
morfismo w : Z → X tal que g ◦w = f ◦w para todo f ,g en el conjunto. Al considerar la
teoría de conjuntos clásica, sean f ,g funciones entre los conjuntos A y B es posible formar
el conjunto E de los a ∈ A tal que f (a) = g(a) y la función de inclusión de E a A, esto
genera que f ◦ ı = g ◦ ı. La anterior construcción es tan solo un ejemplo del concepto de
igualador.
Definición 1.7. Sean h,g : Y → Z morfismos en A. Un morfismo f : X → Y es igualador
de g,h si y solamente si:
• g◦ f = h◦ f .
• En caso que exista w : T → Y tal que g ◦w = h ◦w, existe un único α : T → X que












De manera dual se define el concepto de coigualador.
Ejemplo 1.6. -
1. Los igualadores en Top. Sean f ,g : (X ,τ)→ (Y,η) funciones continuas, si se define
el conjunto E := {x∈G | f (x) = g(x)} dotandolo de la topología subespacio respecto
a X se tendrá que la función de inclusión ı : E → X, es el igualador de f ,g.




2. Los igualadores en Grp. Sea f ,g : (G,∗)→ (H,?) homomorfismos de grupos, para
construir el igualador se forma el subgrupo E := {x ∈ G | f (x) = g(x)} de (G,∗) y
como morfismo se toma la inclusión ı : E ↪→ G.
3. Los coigualadores tienen una construcción más interesante en Haus ya que un es-
pacio cociente de un espacio de Hausdorff no es necesariamente Hausdorff, enton-
ces sean f ,g : X → Y funciones continuas entre dos espacios de Hausdorff X ,Y ,
construya la relación R ⊆ Y ×Y formada por las parejas ( f (x),g(x)) con x ∈ X
así definida resulta ser de equivalencia, pero no necesariamente R es un conjunto
cerrado lo cual no garantiza que Y/R sea de Hausdorff, por lo tanto se debe tomar
la clausura de R, es decir R := ∩C tal que R⊆C y C sea cerrado en X×X, esto nos
asegura que Y/R sea un espacio de Hausdorff teniendo el siguiente diagrama que




// Y ı // Y/R
Dados dos objetos A y B en la categoría de los conjuntos es posible formarel objeto A×
B, el cual atestigua la relación que pueden tener A y B con cualquier otro objeto en la
categoría; es decir si existen morfismos f ,g con el mismo dominio C y con codominio A













Es fácil notar que A×B es el producto cartesiano usual de conjuntos. Generalizando esto
en el contexto categórico.
Definición 1.8. [2] Una fuente (P,( fi)i∈I) se dice producto de la familia de objetos (Ai)i∈I
con fi : P → Ai si para toda fuente (B,(gi)i∈I) tal que gi : B → Ai existe un único morfismo















Además el producto es único salvo isomorfismo.
Observando lo anterior en categorías antes definidas tenemos los siguientes ejemplos:
Ejemplo 1.7. 1. Sea (Xi,τi)i∈I una familia de espacios topológicos, el producto será
notado por
∏
i∈I(Xi,τi)i∈I y constará del producto cartesiano de los conjuntos Xi y
se dotará de la topología producto.
2. Si (Gi,∗i)i∈I una familia de grupos, el producto será dado por el producto carte-
siano de los conjuntos Gi y la operación ∗ será la inducida coordenada a coorde-
nada, a∗b = (a ∗ b, ...) y lo notaremos de forma usual,
∏
i∈I(Gi,∗i)i∈I .
En el caso dual hablamos de coproducto. Algunos ejemplos de este concepto son:
Ejemplo 1.8. 1. Sea (Ai)i∈I una familia de conjuntos, tome el coproducto como la
unión disyunta de conjuntos,
⋃
i∈I Ai y los morfismos estarán inducidos por la inclu-
sión, ıi : Ai ↪→⋃i∈I Ai.
2. (Ver [3]) Sea (Gi,∗i)i∈I una familia de grupos, el coproducto es conocido como
producto libre, para obtener esta construcción debemos realizar la unión disyunta
A de los conjuntos Gi, el cual es conocido como el alfabeto y sea X el conjunto de
todas las palabras generadas con A, se dirá que una palabra (x, ....xn) es reducida
si xi 6= xi+, es decir, xi no pertenece al mismo grupo que xi+, en caso que lo
anterior no ocurra, es posible reducir la palabra por medio de la operación del
grupo (Gi,∗i) de los cuales xi,xi+ sean miembros, por lo tanto si bi = xi ∗i xi+,
genera la nueva palabra (xi, ...bi, ...,xn), este procedimiento se realiza hasta generar
que la palabra obtenida sea reducida, entonces tomando el conjunto de las palabras
reducidas y dotándolo de la operación de concatenación de palabras se obtiene el




Se puede notar que los igualadores y productos relacionan varios objetos de la categoría
por medio de un objeto especial el cual cumple una propiedad universal, al generalizar este
hecho para un número arbitrario de objetos surge el concepto de límite. Antes de abordar
esta noción se debe estudiar el concepto de diagrama, diremos que un diagrama en una
categoría A es funtor D : I → A, por ejemplo si se tiene el siguiente diagrama: • //// •
que al aplicar D sería: A
f //
f
// A′ tendremos que con base en la definición de igualador, si
f iguala f y f será la estructura óptima del diagrama antes descrito. Para entender el uso
del término óptimo se deben definir otro concepto. Por un cono se entenderá a una pareja











Al tener una variedad de conos sobre el mismo diagrama se busca el óptimo de ellos, es
decir:
Definición 1.9. El límite del diagrama (Di,αi j) en la categoría A es el cono (L,ϕi) que
satisface, para todo cono (C,ψi) del diagrama (Di,αi j), existe un único morfismo h :C →
































Si se invierten las direcciones de los morfismos del diagrama anterior se tendrá el con-
cepto de colímite. Como se notó en los productos e igualadores son ejemplos de límites
y coigualadores y coproductos de colímites, al unir estos conceptos se tiene la definición
de categoría completa es aquella que para cada diagrama pequeño en A existe el límite
de forma dual es cocompleta si todo diagrama pequeño posee colímite, una forma equi-
valente de esta definición es:
Teorema 1.2. Una categoría A es completa si y solo si tiene productos e igualadores.
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Demostración. [2] Una implicación es trivial ya que si es completa implica que tenga
productos e igualadores, veremos en detalle si tiene productos e igualadores entonces es
completa, para ello, sea D : I → A un diagrama pequeño, para cada t : i → j defina las















indexando esto con respecto a I, se tiene:






sea e : E →∏i∈Ob j(I)Di el igualador de < πc(t) >,< Dt ◦πd(t) >, se probara que (E,πi ◦e)
es el límite del diagrama, Sea otro cono (A, fi) tal que f =< fi >: A → ∏i∈Ob j(I)Di y
fc(s) = Ds ◦ fd(s) con lo cuál:
π
′
s◦< πc(t) > ◦ f = πc(s) ◦ f
= fc(s)
= Ds ◦ fc(s)
= < Dt ◦πd(t) > ◦ f
al ser e el igualador existe una única f ′ : A → E tal que f = e ◦ f ′ es decir fi = π ◦ e ◦ f ′
para cada i, la ilustración de lo anterior es la siguiente:
Di





















Con base en el teorema anterior y de los ejemplos de la sección se deduce que las catego-
rías Top, Grp, Conj son completas. Otros ejemplos son:
Ejemplo 1.9. Sea un conjunto ordenado parcialmente (X ,≤) visto como categoría, esta
posee productos si existe el extremo inferior para toda familia de elementos xi ∈ X y co-
productos si existe los extremos superiores.
Una categoría que no es completa es la categoría de los campos Camp debido a que no
posee productos.
El principio de dualidad se puede aplicar al teorema anterior, esto nos genera que una
categoría es cocompleta si y solo si tiene coproductos y coigualadores.
1.4. Sistemas de factorización de morfismos
Puede notar que se intenta trasladar nociones conocidas en el contexto de la teoría de
conjuntos de tal forma que al aplicarlos en categorías arbitrarias nos den herramientas de
clasificación. Prosiguiendo este camino veremos un fenómeno de cierto tipo de categorías
conocido como factorizaciones del tipo (E,M), donde E es un conjunto de epimorfismos y
M un conjunto de monomorfirsmos de A.
Para comprender de forma clara este tipo de factorizaciones tome una función f entre
conjuntos A,B que no sea inyectiva o sobreyectiva, debemos ver que f = m◦ e con m una
función inyectiva y e sobreyectiva (recuerde que en la categoría de conjuntos es equivalen-
te hablar de inyectividad que morfismo mono y sobreyectivdad que epimorfismo, esto no
ocurre por lo general en la teoría de categorías). Para esto tome el conjunto Im f definiendo
e : A → Im f y m : Im f → B es fácil notar que f = m◦e. Con lo anterior presente se define,
Definición 1.10. Una categoría A posee factorización del tipo (E,M) si:
1. Para todo isomorfismo f se cumple que f ∈ E ∩M,









La factorización es única modulo isomorfismo.




1. Sea f un morfismo en Top definido de (X ,τ) a (Y,η), defina la relación ∼ sobre X
como: a ∼ b si y solo si f (a) = f (b), así definida resultar ser de equivalencia, si
ı : (X ,τ) → (X/ ∼,τ) y e : (X/ ∼,τ) → (Y,η) con e = f y τ la topología cociente
inducida por la relación, se tiene entonces que f = i◦e. En este caso M son los mo-
nomorfismos (funciones inyectivas) y E los epimorfismos (funciones sobreyectivas).
2. Sea g un morfismo en Grp definido de (G,∗, ...) a (H,?, ...), si N = ker f , tengo que
N será un subgrupo normal de G y por tanto (G/N,∗, ...) es un grupo, por lo cual
el siguiente diagrama conmutará al aplicar el primer teorema de isomorfismo de
grupos:









Nuevamente en este caso M son los monomorfismos (homomorfismos inyectivos) y
E los epimorfismos (homomorfismos sobreyectivos).
Se trabajó con un solo morfismo; si desea factorizar una familia con un mismo dominio,
se debe hablar de fuentes y sumideros en el caso dual.
Definición 1.11. Una fuente es un par (A,( fi)i∈I) con A un objeto de A y fi una familia
de morfismos fi : A → Ai y se entendera por sumidero a un par (( fi)i∈I,A) con una familia
de morfismos fi : Ai → A, con I una clase.
Sea una categoría A, una factorización para una fuente (A,( f ′i )i∈I) será un par (e,( fi)i∈I)
del tipo (e,M) con e un epimorfismo y M una colección de morfismos tal que formen una
fuente inicial, esto último se entenderá por, (A,( fi)i∈I) en A se dirá inicial si f : B → A es
un A-morfismo siempre que fi ◦ f : B → Ai es un A-morfismo.
Ejemplo 1.11. -
1. Sea ((G,∗),( fi))i∈I una fuente en Grp, con fi : (G,∗)→ (Gi,∗i), para cada fi defina
Ni := ker fi, si N := ∩i∈INi entonces N es un subgrupo normal de G y por tanto
(G/N,∗) es un grupo, tal que genera que ((G,∗),( fi))i∈I sea una fuente inicial














Una categoría A posee factorización del tipo (Epi, Fuente inicial) si para toda
fuente es posible construir una factorización (epi, fuente inicial). En el caso de la
categoría de los grupos, los epimorfismos son las funciones sobreyectivas. De forma
similar para una fuente ((X ,τ),( fi)i∈I) definiendo una relación de equivalencia
sobre el espacio (X ,τ) dada por a ∼ b si y solo si para todo fi se cumple fi(a)= fi(b)
la categoría Top tiene factorizacion del tipo (epi, fuente inicial).
2. [6] Una categoría que no posee este tipo de factorizaciónes es Co, en efecto, sea
Yα := {x | x < α}, si se define las funciónes ψα :℘(Yα)→ Yα por:
ψα(y) =

x si y = {x}
 si y = Yα
min(Yα \N) otro caso
Se tendrá que (Yα ,Yα ,ψα) es un objeto de Co, se considera la fuente (({}, {}, id{}), ıα)
con ıα : {} ↪→ Yα .
Si se supone que esta fuente posee factorización (epi, fuente inicial) dada por ((X ,X ,φ),hα)
con hα : X → Yα y f : {}→ X.
Al estudiar las funciones hα , estas resultan ser sobreyectivas [6], llegando a una
contradicción debido a que X sería el conjunto formado por todos los ordinales
pero dicho conjunto no existe [10], por lo tanto no existe la factorización (epi, fuente
inicial) para la fuente (({}, {}, id{}), ıα).
La anterior factorización se construye al interior de una categoría, al relacionar esto con
un funtor F se tiene el concepto de fuente estructurada inicial.
Definición 1.12. Sea F :A→X un funtor. Una fuente (A,( fi)i∈I) en A se dirá estructurada
inicial si para cada fuente (B,(gi)i∈I) en A con gi : B → Ai y cada morfismo h : FB → FA
en X tal que para cada i ∈ I, se cumple Fgi = F fi ◦h, existe un único h : B → A morfismo






















De forma dual se tiene el concepto de sumidero estructurado final, los ejemplos de
la definición anterior serán tratados en secciones posteriores, debido a que motivarán el





Al considerar una fuente unitaria f : X →Y donde Y es el conjunto subyacente del espacio
topológico (Y,τ), nos preguntamos por la menor topología sobre X que hace a f continua.
En tal caso se determina el conjunto S = { f−(A)|A es abierto de Y }, S es una topología
sobre X, es la solución al problema planetado y se conoce como la topología inicial sobre
X inducida por la función f . Esta construcción nos indica que dada una fuente unitaria
estructurada en la categoría de los conjuntos es posible levantarla a la categoría de los
espacios topológicos.
En caso de contemplar una fuente arbitraria fi : X → Yi entre conjuntos, tal que los Yi
provengan de espacios topológicos (Y,τi), es posible asociarle una topología a X que ha-




i (A) | A es abierto de Yi} es
una subbase para la topología buscada. Nuevamente este hecho nos indica que es posi-
ble levantar fuentes arbitrarias de la categoría de conjuntos a la categoría de los espacios
topológicos.
(X ,µinicial)











Ahora, si deseamos estudiar los levantamientos de fuentes entre dos categorías como ocu-
rre entre los conjuntos y los espacios topológicos, surge la inquietud de estudiar funtores
F : A → B, para los cuales dada una fuente estructurada (X , fi) en B con fi : X →Yi, exista
una fuente (X, fi) en A tal que F(fi) = fi. La primera aproximación para responder esta
inquietud fue dada por Preuss en [26], donde se construye categorías topológicas fibradas
sobre la categoría de los conjuntos que satisfacen:
1. Existencia de estructuras iniciales para fuentes estructuradas,
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2. Para todo conjunto X la F-fibra es un conjunto.
3. Para todo conjunto X de cardinal 1 la F-fibra tiene un elemento.
El anterior enunciado deja escapar categorías que posean soluciones iniciales para fuentes
estructuradas fibradas sobre categorías arbitrarias, no necesariamente la de los conjuntos,
es por ello que en [2] se contempla una forma alternativa de capturar la esencia de las to-
pologías iniciales en la teoría de categorías, esto generó la definición de funtor topológico.
Definición 2.1. Un funtor F :A→B es topológico si para toda fuente estructurada (X , f ′i )
en B existe un único levantamiento (X , fi).
X










Lo anterior se conoce como solución inicial y a la categoría A se dice topológica relativa
a la categoría B. Si deseamos ver la conexión entre la definición dada por Preuss y la
anterior se encuentra que esta última produce más ejemplos que la primera, por ejemplo:
Ejemplo 2.1. Sea la categoría Conj-Rel y considere O el funtor olvido a la categoría de
conjuntos Conj no es una categoría topológica según la definición dada por Preuss ya que
la fibra de {a} posee dos objetos, ({a}, /0) y ({a}, {(a,a)}).
Pero es una categoría topológica según lo definido por Adamek; para ver esto sea X
un conjunto y una fuente (X , fi) con fi : X → O(Yi,ρi)i∈I , defina (x,y) ∈ ρ si y solo si
( fi(x), fi(y)) ∈ ρi para todo fi y i ∈ I, (X ,ρ) forma un objeto en Conj-Rel y ( fi,ρi, pi) con
pi la proyección respectiva en cada Yi.
Se verá que (X ,ρ) es el levantamiento de la fuente (X , fi). Sea (Z,α) un objeto en Conj-
Rel tal que existan hi : (Z,α)→ (Yi,ρi), sea g cualquier función de Z a X tal que hi = fi◦g
para todo i, se debe ver que está asociado a unos morfismos en Conj-Rel. Si (a,b) ∈ α ,
entonces (( fi ◦g)(a),( fi ◦g)(b)) ∈ ρi por lo tanto (g(a),g(b)) ∈ ρ , por lo cual (g,α,ρ) el
cual es único ya que en caso que exista otro (k,γ,ρi) entonces se tiene que O(k,γ,ρi) =
ki = fi ◦x = O( fi,ρ,ρi) por lo cual (a,b) ∈ k si y solo si (a,b) ∈ ρ .
El anterior ejemplo motiva a tomar como referencia la definición dada por Adamek, por lo
tanto un funtor topológico es aquel que admite soluciones iniciales para fuentes estructu-
radas.
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Ejemplo 2.2. [8] La categoría de los espacios uniformes Unif, cuyos objetos son los espa-
cios uniformes y los morfismos son funciones uniformemente continuas, es una categoría
topológica, debido a que el funtor de olvido O : Unif → Conj es topológico.
La categoría de los grupos Grp no es una categoría topológica respecto al funtor de olvi-
do a Conj.
Los grupos topológicos GrpTop son una categoría topológica relativa a la categoría de
grupos Grp [2].
Además se tiene que los levantamientos de fuentes se preservan bajo la composición de
funtores topológicos, es decir:
Teorema 2.1. [2] Sea F : A → B y G : B → C funtores topológicos entonces G◦F es un
funtor topológico.
2.1. Propiedades
Se observa que el funtor olvido permite la preservación de ciertas propiedades de las cons-
trucciones realizadas por levantamientos de fuentes estructuradas de Top a Conj, este he-
cho no se limita a estas categorías. Para cualquier categoría topológica se tiene que es
completa o cocompleta si alguna de las dos categorías involucradras lo es; la fidelidad
siempre se satisface para funtores topológicos, preservación de límites y colímites, por
mencionar algunas propiedades que satisfacen.
Teorema 2.2. Sea F : A → B un funtor topológico entonces:
• F es fiel,
• F posee adjunto a izquierda y a derecha.
Demostración. Sea F : A → B un funtor topológico, se verá que es fiel; para esto tome
r,s : A → A′ morfimos en A tal que Fr = Fs y considere la fuente fn : FA → FA′ cuyo
levantamiento estructurado inicial esta dada por fn : A → A′. Para asociar A con esta cons-
trucción se construye la fuente (A,gn), con gh : A → A′ con gh = r si fn ◦h = s o gn = s en









Por lo tanto r = s siempre que Fr = Fs.
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Para determinar la existencia del adjunto a izquierda, sea B un objeto en B y forme la
fuente (B, fi) donde fi : B → FAi debido a que existe el levantamiento mediante (AB,F ′i )















De forma análoga se prueba que el funtor posee adjunto a derecha.
Teorema 2.3. [2] Si F : A → B es un funtor topológico entonces B es completa si y solo
si A es completa.
El anterior enunciado permite determinar el buen comportamiento de productos, igua-
ladores y sus conceptos duales respecto a un funtor topológico; pero si estudiamos los
monorfismos y epimorfismos se tiene:
Corolario 2.1. Sea F : A → B un funtor topológico entonces:
• f es un monorfismo si y solo si F f es un monomorfismo,
• f es un epimorfismo si y solo si F f es un epimorfismo,
• f es un isomorfismo entonces F f es un isomorfismo.
Se debe recordar que si F f es un isomorfismo no necesariamente f lo es, para ver lo ante-
rior tan solo se debe notar que una función es un isomorfismo si es inyectiva y sobreyectiva
en la categoría de los conjuntos, pero en la categoría de los espacios topológicos una fun-
ción es un isomorfismo si es inyectiva, sobreyectiva y f , f− son continuas; además no
todo isomorfismo de conjuntos implica un isomorfismo de espacios topológicos.
2.2. Nociones Equivalentes de Funtores Topológicos
Al estudiar la noción dual de solución inicial, se encuentran las soluciones finales respecto
a sumideros estructurados, las cuales son equivalentes a poseer soluciones iniciales en
caso que el funtor sea topológico.
Teorema 2.4. Un funtor F es topológico si y solo si todo sumidero estructurado admite
solución final.
18
Demostración. Sea F : A → B un funtor topológico, se verá que todo sumidero posee
solución final; sea (B, fi) un sumidero en B con fi : FAi → B, tome todos los objetos A′j tal
que exista un morfismo h en A tal que Fh = g j ◦ fi y g j : B → A j, se define así una fuente
estructurada (B,g j) la cual posee un levantamiento inicial, sea AB y g′j dicha solución,
se tendrá que AB es la solución final del sumidero (B, fi); de forma analoga se tiene el
reciproco.
El anterior teorema sustenta el siguiente enunciado:
Teorema 2.5. Si F : A → B es un funtor topológico entonces F posee adjunto a derecha.
En algunos casos es difícil determinar el levantamiento para una familia de morfismos, por
lo que se necesita una definición equivalente, la cual facilite los cálculos de las soluciones
iniciales. Ésta fue propuesta por Adamek en [2] y estudiada por Montañez, Ardila y C.
Ruiz en [5].
Teorema 2.6. Un funtor F : A → B es topológico si y solo si se satisface:
1. F es fiel,
2. F admite solución para uno fuentes y uno sumideros,
3. La fibra Fib(X) es un retículo completo para cada X ∈ Ob j(B).
Demostración. Suponga que F es un funtor topológico; del Teorema 2.2 se desprende la
fidelidad del funtor, además, admite levantamientos para fuentes y sumideros con tan solo
un morfismo debido al Teorema 2.4; solo resta comprobar que Fib(X) es un retículo com-
pleto para X ∈ Ob j(B).
Sea la fuente (X , idX) tal que idX : X → FAi donde FAi = X , esto indica que Ai ∈ Fib(X).
Ya que F es topológico, existe el levantamiento (A, idX) tal que FA = X y existen morfis-
mo fi : A → Ai, con lo cual si A := ı́nfAi sería el mínimo de los objetos Ai, para el máximo,
aplique el Teorema 2.4 y tome a A := sup Ai como el levantamiento del sumidero (idX ,X)
tal que idX : FAi → X .
Si se supone que F cumple (1), (2) y (3) entonces se verá que F es topológico, para ello sea
la fuente estructurada (X , fi) con fi : X → FAi, por (2) se tiene que cada morfimo fi posee
un levantamiento Ai tal que FAi = X , es decir para cada i se cumple que Ai ∈ Fib(X), por
(3) existe A := ı́nf Ai, y morfismos gi : A → Ai se probará que (A,gi) es el levantamiento
para la fuente (X , fi).
Suponga que existe (Z,hi) y hi : Z → Ai, tal que FZ = X ; debido a que para cada i el
levantamiento inicial es Ai, existirá un morfismo li : Z → Ai en A, implicando Z ≤ Ai. Por
la construcción de A := ı́nf Ai, existirá un morfismo l : Z → A tal que al cumplirse (2), se
tendrá que gi ◦ l = hi. Lo anterior nos indica que toda fuente posee solución inicial.
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Obsérvese que la equivalencia del teorema anterior facilita la comprobación de que una
categoría sea topológica, un ejemplo de ello es:
Ejemplo 2.3. La categoría Rels, cuyos objetos son los pares (X ,R) donde X es un con-
junto, R es una relación simétrica en X y los morfimos son funciones conjuntistas que
respetan las relaciones, f : (X ,R) → (Y,S) tal que (x,y) ∈ R entonces ( f (x), f (y)) ∈ S.
El funtor de olvido O : Rels → Conj genera que Rels sea categoría topológica relativa a
Conj, para ver esto, comprobemos que O es fiel, si O( f ) = O(g) implica que f (a) = g(a)
para todo a ∈ X con lo cual f = g.
Para Fib(X), sean (X ,Ri)∈ Rels(X), la intersección de relaciones simétricas en X resulta




i∈I Ri y la unión a su vez satisface la simetría, es decir∨
i∈I Ri =
⋃
i∈I Ri implicando que Fib(X) es un retículo completo.
Ahora al considerar levantamientos de fuentes unitarias, sea f : X → Y con Y = (Y,S) y
O(Y) = Y , existe por lo menos la relación vacía ( /0) que genera Of = f . La existencia del
extremo superior al ser Rels(X) retículo completo indica que existe R∗= {(x,y) | ( f (x), f (y))∈
S} la cual constituye la estructura inicial para (X , f ).
Es natural pensar que las subcategorías reflexivas de Top son candidatos naturales a formar
nuevas categorías topológicas, pero no es cierto en general debido a que la reflexividad
no brinda condiciones suficientes para garantizar que las soluciones iniciales las posea
la subcategoría; por ejemplo la categoría de los espacios de Hausdorff Haus aún siendo
subcategoría de Top no es cerrada para soluciones iniciales y finales ([2], [18]).
2.3. Elevadores y coelevadores de estructura
Al poseer un funtor topológico es natural buscar funtores que preserven las características
propias de levantamientos de fuentes y sumideros, esto fue estudiado por R. Montañez en
su tesis doctoral [18] por medio de elevadores y coelevadores de estructura.
Definición 2.2. Sea F : A → B un funtor topológico, se dirá que un funtor E : A → A es
un elevador de estructura si:
• E es un funtor concreto i.e. F ◦E = F,
• X ≤ E(X), para todo X ∈ Ob j(A).
Se entenderá que X ≤ E(X) si existe un morfismo f : E(X) → X tal que F f = idFX . De
la definición anterior, si se invierte la desigualdad X ≤ E(X), se tendrá el concepto de
coelevador, esto es C : A → A es un coelevador de estructura si C es concreto y C(X)≤ X
para todo X ∈ Ob j(A).
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Con los conceptos anteriores es posible formar nuevas categorías topológicas por medio
de la categoría E(A) formada por los puntos fijos de elevadores o C(A) respecto a los
coeleavadores, es decir:
Teorema 2.7. [18] Sea F : A → B un funtor topológico y E : A → A un funtor concreto e
idempotente entonces E(A) es una categoría topológica.
Lo anterior adaptado a elevadores y coelevadores genera:
Corolario 2.2. [18] Sea F :A→B un funtor topológico y E :A→A un elevador(coelevador)
idempotente entonces E(A) es una categoría topológica.
Además en [18] se construyen categorías topológicas por medio de endomorfismos, es
decir, tómese el sumidero generado por todas las funciones continuas de un espacio to-
pológico W a X para luego construir la solución final al olvidar la topología de X , esto
implica que X ≤ EW (X) y por tanto genera que EW : Top → Top sea un elevador idempo-
tente, esto motiva la noción de representabilidad para subcategorías de Top.
Ejemplo 2.4. [25] Si se considera a N∞ = {,,/, ...,/n, ...} como subespacio del con-
junto de los números reales R con su topología usual. La categoría N∞(Top) corresponde
a los espacios secuenciales.
Definición 2.3. [18] Una categoría C se dirá representable si existe un espacio topológico
W tal que EW (Top) = C.
En caso que EW (Top)' C, se dirá que C es propiamente representable.
Ejemplo 2.5. [25] Consideremos el espacio de Sierpinski S=({,},τ) donde τ = { /0, {,}, {}}.
La categoría CS(Top) es isomorfa a Top. Por lo tanto el funtor identidad de Top es repre-
sentable.
2.4. La categoría Top(A,T)
Un método de construcción de categorías topológicas consta de los puntos fijos de eleva-
dores y coeleavadores de estructura, una forma alternativa de construcción se encuentra en
[23], la cual consiste en fijar un espacio topológico (A,τ) y formar la categoría definida
por:
• Objetos: Son parejas (X ,H) con X un conjunto y H := { f | f : A → X} es decir la
colección de todas las funciones de A a X que satisfacen: Si f ∈ H y g : (A,τ) →
(A,τ) es un morfismo, entonces f ◦g ∈ H; si f es una función constante de A en X
entonces f ∈ H.
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• Morfismos: Dados dos objetos (X ,H) y (X ′,H ′) un morfismo h : (X ,H)→ (X ′,H ′)
está determinado por una función h : X → X ′ si y solamente si, para toda f ∈ H,
f ◦h ∈ H ′.
La categoría antes descrita se denotará por Top(A,T) y es posible comprobar que el funtor
de olvido O : Top(A,T) → Conj resulta un funtor topológico, debido a que si fi : X → Yi
con (Yi,Hi) objetos de Top(A,T), la solución inicial está dada por el objeto (X ,H) donde
H = {hi | hi ∈ Hi}.
Ejemplo 2.6. [23] Sea el espacio topológico (X ,τ), con X = {,} y τ := { /0,X , {}}. Por
la construcción de (X ,τ) se tiene que las funciones definibles son tres: f : X → X con
f() =  y f() = ; f : X → X con f(X) = X, f() = f() =  y f : X → X con
f() = f() = .
Se verá que la categoría Top((X ,τ),T) es igual a la categoría de relaciones reflexivas,
para esto sea (A,F) un objeto en Top((X ,τ),T) entonces en caso de tener f ∈ F se debe
cumplir que f ◦ f, f ◦ f y f ◦ f están en F, por lo tanto la estructura de F está dada por
las funciones constantes de X en A y cualquier otro subconjunto de funciones de X en A.
Además, los elementos f ∈ F se pueden identificar como parejas de la forma (x,y)∈ A×A
en donde f ()= x y f ()= y. Como para cada elemento a∈A existe una función h en F tal
que h()= a= h() de tal manera que se puede identificar con la pareja (a,a) así F es una
relación reflexiva en A. Los morfismos en Top((X ,τ),T) generan que si h : (X ,F)→ (Y,G)
entonces h : X → Y tal que si f ∈ F entonces h ◦ f ∈ G, implicando que si (a,b) ∈ F





Las condiciones de levantamiento que se requieren para las categorías topológicas dejan
escapar variedad de categorías conocidas como son los espacios de Hausdorff, los grupos
y espacios vectoriales, por mencionar algunas de ellas. Por lo cual, en búsqueda de debili-
tar las condiciones de levantamiento, se estudian factorizaciones de las fuentes por medio
de morfismos adecuados. Esto es propuesto por Hong en su tesis de maestría [11].
El primer concepto a considerar es el de generador, el cual es un epimorfismo estructurado
relativo a un funtor F ; es decir, dado un funtor F : A → B y un objeto A en A se dirá que
un morfismo g : X → FA es un generador si el par (g,A) satisface que para cualquier par
de morfismos f ,h en A, si se cumple F( f ) ◦ g = F(h) ◦ g entonces f = h. Si el funtor es
fiel se tiene que todo epimorfismo g en B tal que F( f ) ◦ g = F(h) ◦ g conlleva a que se
cumpla F( f ) = F(h) y de la fidelidad se concluye f = h, es decir todos los epimorfismos
de B serían generadores.
Definición 3.1. Un funtor F : A → B es topológicamente algebraico si para todo fuente
estructurada (B, f ′i ) con f
′
i : B → FAi se cumple:
1. Existen A ∈ Ob(A), una fuente inicial fi : A → Ai y un morfismo generador g : B →
FA tal que f ′i = F fi ◦g,
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2. Si existe A ∈ Ob(A), f i : A → Ai y un morfismo generador g′ : B → FA tal que
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Lo anterior se expresa de forma abreviada como factorización (Generadora, Fuente inicial)
para toda fuente estructurada. En el capítulo anterior se notó que el funtor olvido de Grp
a Conj no es topológico. Pero se verá que es topológicamente algebraico,
Ejemplo 3.1. Sea O : Grp → Conj el funtor olvido definido en el Ejemplo [1.3] y sea
(X , f i) la fuente inicial con f i : X → Gi. A partir de X se pude construir el grupo libre
denotado (L(X),∗), lo cual genera una fuente en Grp, fi : (L(X),∗) → (Gi,∗i). Por lo
expuesto en el Ejemplo 1.11 por cada fi se tomará el subgrupo normal generado por el
núcleo del homomorfismo; ker fi y forme el subgrupo normal N = ∩iker fi, para formar el
grupo cociente L(X)/N. Esto genera una factorización que al aplicar el funtor de olvido



























Se debe ver que q ◦ g es un morfismo generador, para ello sean f ,h : (L(X)/N,∗) →
(H,∗H) tal es que f ◦q◦g = h◦q◦g; como g : X → L(X) se define por g(x) = x se tiene
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que f ◦ q = h ◦ q, a su vez q es un homomorfismo sobreyectivo de L(X) a L(X)/N y por
tanto un epimorfismo en la categoría de grupos entonces f = h, esto comprueba que q◦g
es un morfismo generador.
Ejemplo 3.2. Sea el funtor de olvido entre la categoría de espacios de Hausdorff y la ca-
tegoría de conjuntos, la fuente fi : X →Yi con (Yi,τi) espacio de Hausdorff posee solución
inicial en Top, dada por (X ,µinicial) este espacio no es necesariamente de Hausdorff.
(X ,µinicial)











Debido a que Haus es una subcategoría reflexiva de Top (ver Ejemplo 1.4), al espacio
(X ,µinicial) es posible asociarle el espacio cociente de Hausdorff (H(X),µ). Como se tie-
nen fi : (X ,µinicial)→ (Yi,τi) con (Yi,τi) espacios de Hausdorff, existirán gi : (H(X),µ)→
(Yi,τi) tal que fi = gi ◦q donde q : (X ,µinicial)→ (H(X),µ).
Esto genera la fuente gi : (H(X),µ) → (Yi,τi) en Haus, ahora defina en (H(X),µ) la
relación de equivalencia a ∼ b si y solo si para todo gi se cumple que gi(a) = gi(b), con la
cual se define el espacio cociente (H(X)/ ∼,µ) donde µ es la topología cociente inducida



























Teorema 3.1. [2] Todo funtor topológicamente algebraico es fiel.
Al igual que los funtores topológicos, es posible ver la equivalencia de un funtor topoló-
gicamente algebraico con respecto a la fidelidad del funtor y factorizaciones adecuadas de
los morfismos en la categoría de partida,
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Teorema 3.2. [2] Un funtor F : A → B es topológicamente algebraico si y solo si se
satisface:
1. F posee adjunto a izquierda,
2. A posee factorización (epi, fuente inicial).
Demostración. Si F es topológicamente algebraico entonces:
F posee adjunto a izquierda: se toma la fuente de todos los objetos FAi tal que exis-
ta f ′i : B → FAi, se aplica la factorización (generador, fuente inicial) por lo que existirán
fi : A → Ai y g : B → FA, entonces el objeto libre será FA, debido a que si existe h : B → FC
existirá w :C → A.
A posee factorización (epi, fuente inicial): sea una fuente en A, (A, fi) con fi : A → Ai apli-
cando el funtor F se tiene que al ser topológicamente algebraico existirá la factorización
(generador, fuente inicial) de(FA,F fi), dada por g : FA → FA′ y hi : FA′ → FAi y al ser
fuente inicial (A′,hi) existirá g′ : A → A′ en A tal que Fg′ = g, implicando que g es epi,
por lo tanto (A, fi) posee factorización (epi, fuente inicial).
A
g′ !!












Para el recíproco, considere la fuente estructurada (B, fi), con fi : B → FAi, como F posee
adjunto a izquierda, existe el objeto libre de B designado por AB y mB : B → AB, esto ge-
nera una fuente en A h′i : AB → Ai, debido a que A posee factorización (epi, fuente inicial)
se tiene que existe g : AB → A y hi : A → Ai que forman la fuente inicial (A,hi). Aplicando
F a esta fuente existirá Fg ◦mB : B → FA la cual es generadora, por lo tanto existirá la

























Los ejemplos antes expuestos de la categoría de grupos y los espacios de Hausdorff tie-
nen una prueba alternativa de ser categorías topológicamente algebraicas, con base en el
teorema anterior.
Ejemplo 3.3. Sea O :Grp→Conj el funtor olvido, este tiene adjunto a izquierda denotado
como L : Conj → Grp, el cual toma un conjunto X y con él forma el grupo libre L(X),
para aplicar el teorema anterior en virtud de concluir que el funtor de olvido es un funtor
topológicamente algebraico, solo resta probar que la categoría Grp posee factorización
(epi, fuente inicial). Para esto sea la fuente fi : (G,∗) → (Hi,∗i), por cada fi es posible
formar el subgrupo normal ker fi, para tomar en cuenta todas las fi se forma el subgrupo
N =∩iker fi el cual es normal debido a que es la intersección de subgrupos normales, con
este es posible formar un nuevo grupo cociente G/N, esto conlleva a tener un epimorfismo
canónico q : (G,∗)→ (G/N,∗) y homomorfismos fi : (G/N,∗)→ (Hi,∗i), los cuales son
la factorización (epi, fuente inicial) de la fuente de estudio, conllevado a que el funtor de
olvido de Grp a Conj sea topológicamente algebraico.
Ejemplo 3.4. Sea O : Hauss → Conj, dado un conjunto X es posible asociarle un espacio
de Hausdorff, debido a que se puede dotar a este conjunto la topología discreta (X ,℘(X)).
Para la factorización (epi, fuente inicial), sea fi : (X ,τ)→ (Y,ηi) una fuente con (X ,τ) y
(Yi,ηi) espacios de Hausdorff para todo i, defina sobre X la relación R∈X×X tal que aRb
si y solo si fi(a) = fi(b) para cada i, entonces el espacio (X/R,τ/R) no necesariamente
es de Hausdorff a menos que R = R, es por ello que se tomará el espacio (X/R,τ), el cual
















Se desprende que la categoría Haus posee factorización (epi, fuente inicial) y al poseer
adjunto a izquierda el funtor de olvido a los conjuntos, la categoría de los espacios de
Hausdorff es una categoría topológicamente algebraica.
3.1. Propiedades
La esencia de los funtores topológicamente algebraicos es la generalización de las propie-
dades de los funtores topológicos, por tanto es natural que se tenga el siguiente enunciado:
Teorema 3.3. Todo funtor topológico es topológicamente algebraico.
Demostración. Sea F : A → B un funtor topológico y la fuente estructurada (X , fi) con fi :
X → FAi, al ser F topológico existe el levantamiento de X ; sea A tal que FA = X , entonces
la factorización (generador, fuente inicial) estará dada por idFA : FA→ X y Fhi : FA→ FAi,
donde hI es el levantamiento de fi en A.
Al estudiar los funtores topológicos, debido a los levantamientos que ellos requieren, es
posible transferir las propiedades de límites y colímites, bien sea desde la categoría de
partida a la de llegada o viceversa. Esto no ocurre necesariamente con los funtores topo-
lógicamente algebraicos debido a que no necesariamente se puede preservar los colímites.
De las condiciones que se comportan bien bajo estos funtores se desprende el siguiente
hecho:
Teorema 3.4. Si F es un funtor topológicamente algebraico entonces:
1. F preserva límites,
2. F detecta límites,
3. F detecta colímites.
Demostración. Se verá que F preserva límites; sea (L, fi) el límite de (Di,Ddi j), con di j :
i → j en A, al aplicar F se tiene que (FL,F fi) es un cono del diagrama (FDi,FDdi j). Este
sera el límite; para comprobar esto, se supone que existe (B,gi) tal que FDdi j ◦gi = g j, al
ser F un funtor topológicamente algebraico, es posible factorizar la fuente gi : B → FDi
por medio de g : B → FA y Fmi : FA → FDi y implicando que, al ser (L, fi) límite del
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diagrama en A, existe un morfismo h : A → L tal que fi ◦h = mi, aplicando F a la anterior
igualdad nos genera un morfismo F f j ◦Fh◦g = g j, con lo cual (FL,F fi) es el mejor cono
















Ahora se verá que F detecta límites, para ello sea un diagrama (Di,Ddi j) en A, al aplicar F ,
tengo que si existe el límite (B,hi) de (FDi,FDdi j) esto da lugar a la fuente hi : B → FDi
la cual posee factorización (generador, fuente inicial). Sea g : B → FL y fi : L → Di dicha
factorización, se verá que (L, fi) es el límite en A, debido a que si existe otro cono (A,wi)
tal que Di j ◦wi = w j, al ser (L, fi) fuente inicial respecto a (Di,Ddi j), existirá un morfismo
h : A → L tal que h◦ fi = wi en A por lo tanto (L, fi) es el límite del diagrama (Di,Ddi j).
De forma análoga se prueba que F detecta colímites.
Con los resultados del teorema anterior, se prueba con facilidad el siguiente enunciado,
Teorema 3.5. Si F : A → B es un funtor topológicamente algebraico y B es completa
entonces A es completa.
Demostración. Se verá que A posee igualadores y productos, sean Ai objetos de A con
i ∈ I, al aplicar F se tiene que {FAi} posee producto en B, sea
∏
FAi dicho objeto. Por el
Teorema 3.4 al ser F topológicamente algebraico detecta limites, implicando que existe∏




i∈I FAi, por lo tanto A posee productos. Si se pro-
cede forma análoga se prueba que A tiene igualadores, esto indica que A es completa.
3.2. Composición de funtores topológicamente
algebraicos
Se han observado algunas de las propiedades que implican los funtores topológicamente
algebraicos con respecto a características internas de las categorías que involucran. Pero
si se desea estudiar la relación que hay entre estos funtores, se tiene que la composición
no es cerrada.
Ejemplo 3.5. [6] Sea la categoría CPos como se describió en el primer capítulo y el
funtor de olvido a Conj. Se vera que CPos es topológicamente algebraico aplicando el
Teorema 3.2, sea A ∈ Ob j(Conj) se tomará como objeto libre a (℘(A),⊆), donde el or-
den está dado por la contenencia.
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Resta comprobar que CPos posee factorización (epi, fuente inicial), sea la fuente ((X ,<
), fi) con fi : (X ,<) → (Yi,<i), se define sobre X la relación ∼ tal que a ∼ b si y solo
si para toda fi se satisface fi(a) = fi(b), así construida es de equivalencia, por lo cual
(X/ ∼,< / ∼) ∈ Ob j(CPos) y se tendrá que el siguiente diagrama conmuta:
(X ,<) (Yi,<i)







Se construirá sobre CPos una categoría topológicamente algebraica. Para esto sea el
funtor T :CPos→CPos tal que T (X ,<) = (℘(X),⊆) (esta construcción la define Adamek
en [2] como discretización), a este funtor se le hará la siguiente construcción, conocida
como Algebrización del funtor, Alg(T) es la categoría cuyos objetos son las parejas (X ,h)
donde hX :℘(X)→ X respeta el orden, y los morfismos de Alg(T) son funciones continuas










Con lo anterior presente, si se tiene el funtor de olvido O de Alg(T) a CPos es posible
mostrar que es topológicamente algebraico. Sea la fuente ((X ,<x), fi) tal que fi : (X ,<x
) → (Yi,<y) con O(Yi,hi) = (Yi,<y), tome sobre X la relación ∼, donde a ∼ b si y solo
si para toda fi se cumple fi(a) = fi(b), con lo cual ∼ es de equivalencia y si X := X/ ∼








solo resta construir h :℘(X)→ X de tal forma que ((X ,h), fi) sea fuente inicial en Alg(T)
con respecto a los (Yi,hi).
Se verá que el funtor olvido O de Alg(T) a Conj no es topológicamente algebraico, para
ello nótese que Alg(T) es subcategoría de Co debido a que todo objeto (X ,hX) de Alg(T)
se puede ver como el objeto (X ,X ,hX) de Co, la cual no posee factorización (epi, fuente
inicial) como se vio en el Ejemplo 1.11 con la fuente (({}, {}, id{}), ıα).
Con base en ello solo resta ver que la anterior fuente está en Alg(T), si a cada (Yα ,Yα ,φα)
lo enviamos por medio del funtor olvido a CPos al objeto (Yα ,<α) donde <α es el orden
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inducido por α y fi(n) = n+  en CPos además por la definición de φα :℘(Yα) → Yα
entonces (Yα ,Yα ,φα) ∈ Ob j(Alg(T)) es decir Alg(T) no posee factorización (epi, fuente
inicial) con respecto al funtor olvido a Conj. Esto implica que O : Alg(T) → Conj no es





Debido al problema de la cerradura bajo la composición usual de los funtores topológi-
camente algebraicos, Tholen define soluciones semifinales para sumideros estructurados
[27], las cuales son una noción mas débil de las factorizaciones (Generador, Fuente ini-
cial). Estas brindan información de fidelidad, adjunción, preservación y detección de lí-
mites y permiten la generación de funtores topológicos, lo cual será tratado en el presente
capítulo.
Al recordar las nociones dadas en el segundo capítulo, se definieron soluciones finales por
medio de levantamientos de fuentes o sumideros estructurados, esto motivó a considerar
una definición mas débil que nos brinde información del objeto que antes deseábamos
levantar y ahora solo se pide que esté conectado de alguna forma a nuestra construcción,
esto motiva el siguiente concepto.
Definición 4.1. [27] Sea F : A → B un funtor y sean ( fi,X) un sumidero estructurado,
con fi : FAi → X y la pareja (A,g) donde g : X → FA es un morfismo generador, se dirá
solución semifinal si satisface:
















2. Si existe (A′,g′) y h′i : Ai → A′ tales que g′ ◦ fi = Fh′i entonces existe w : A → A′ que
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si lo anterior se tiene para cada sumidero estructurado se dirá que F : A → B es un funtor
semitopológico y A es una categoría semitopológica relativa a B. La importancia de los
funtores semitopológicos radica en la búsqueda de la cerradura bajo la composición usual,
por lo cual se visualiza con naturalidad el siguiente hecho.
Teorema 4.1. Si F,G son funtores semitopológicos entonces F ◦G es semitopológico.
Demostración. Sean F : B → C y G : A → B funtores semitopológicos y sea el sumidero
( fi,X) tal que fi : F ◦G(Ai)→ X . Debido a que F semitopológico existe la solución semi-
final (A,g) en B, lo cual genera el sumidero (gi,A) y este posee solución semifinal (A,g)
en A ya que G es semitopologico; por lo tanto la solución semifinal del sumidero ( fi,X)
será (A,Fg◦g). La construcción anterior se ilustra en el siguiente diagrama:
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El ejemplo 3.5 motiva los funtores semitopológicos, por lo cual es pertinente probar el
siguiente enunciado,
Teorema 4.2. [2] Todo funtor topológicamente algebraico es semitopológico.
Demostración. Sea F : A → B un funtor topológicamente algebraico, se toma ( fi,X) un
sumidero estructurado, con fi : FAi → X , se construye la fuente (X ,hi) con hi : X → FCi tal
que hi ◦ fi provenga de un morfismo en A. Debido a que F es topológicamente algebraico
existe la factorización (generador, fuente inicial) de (X ,hi), sea g : X → FA y Fgi : FA →
FCi dicha factorización. Como existe el morfismo hi ◦ fi : FAi → FCi que proviene de A,
al ser (A,gi) fuente inicial, existirá un morfismo li : Ai → A tal que hi ◦ fi = Fgi ◦Fli, por
lo tanto la solución semifinal del sumidero ( fi,X) es (A,g), debido a que se satisface para



















Los Teoremas 4.2 y 3.3 se desprende el siguiente hecho.
Corolario 4.1. Todo funtor topológico es semitopológico.
Por lo estudiado al final del capítulo anterior surge la duda sobre si el funtor olvido de
Alg(T) a Conj es semitopológico implicado que el recíproco del Teorema 4.2 no siem-
pre se cumple, lo cual es cierto debido a que este funtor de olvido se puede ver como
composición de funtores semitopológicos y por lo tanto será semitopológico, la manera
de construir las soluciones semifinales para este caso se hará para la categoría Co y al ser
Alg(T) subcategoría de esta, tan solo es tomar el caso en que Bi = Yi.
Ejemplo 4.1. [27] Sea el funtor olvido de Co a Conj y el sumidero final ( fi,Z) en B con
fi : Yi → Z donde (Yi,Bi,φi) ∈ Co, se construirá la solución semifinal. Para ello se define
U =
⋃
i∈I fi(Bi) y V =℘(U)∪ {{z} | z ∈ Z}.
Para generar que V sea un objeto de Co, se debe dotar de la siguiente relación de equi-
valencia:
• fi[N] ∼ { fi ◦φi(N)}
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• Si R ⊂U ×U con {x} ∼ {y} para todo (x,y) ∈ R entonces {x|∃y : (x,y) ∈ R} ∼ {y|∃x :
(x,y) ∈ R}
Con lo anterior presente, se tiene s : Z →V tal que s(z) = {z} para todo z∈ Z; p :V → X :=
V/ ∼, si q := p◦ s y A = q[U ], tenemos la pareja (X ,A) tan solo resta construir la función
adecuada para que esta pareja este en Co; si ρ :℘(A)→V/ ∼ con ρ(M) := p(q−[M]∩U)
entonces (X ,A,ρ) ∈ Ob j(Co).
Se verá que ((X ,A,ρ),q) es la solución semifinal del sumidero ( fi,Z),
1. Se debe construir un morfismo de (Yi,Bi,φi) a (X ,A,ρ) para cada i ∈ I. Se tendrá
en cuenta el siguiente hecho K ∼ q−[q[K]] para todo K ∈U, si R := {(x,y) ∈ K×
U | {x} ∼ {y}}, la función q◦ fi : (Yi,Bi,φi)→ (X ,A,ρ) es un morfismo en Co, ya que
ρ({q(x)}) = p({x}), como q ◦ fi[B] ⊂ A ya que q ◦ fi[B] ⊂ q[U ], entonces si W ⊂ Bi
se satisface:





2. Se supone que existe un objeto (Y,B,φ) y g : Z → Y tal que q ◦ fi es un morfismo
en Co para todo i ∈ I, se debe definir un morfismo de (X ,A,ρ) a (Y,B,φ) para ello
tome h :V →Y tal que h({z}) = g(z), h(K) = φ(g[K]) con z∈ Z y K ⊂U, si f := v◦ p
entonces g◦ fi[Bi]⊂ B implica que f [A]⊂ B además si M ⊂ A y M = p[q−[M]∩U ]
se satisface:
f (ρ(M)) = h(q−[M]∩U)
= φ(g(q−[M])∩U)
= φ( f [M])
3. Se vere que f es única, se supone que existe f ′ : (X ,A,ρ)→ (Y,B,φ) tal que f ′ ◦q =
g, entonces para K ⊂U se tiene:
f ′ ◦ p(K) = f ′ ◦ρ(q[K])
= φ( f ′ ◦q[K])
= φ(g[K])
= f ◦ p
además se satisface f ′ ◦ p({z}) = f ◦ p({z}) para todo z ∈ Z entonces f ′ = f .
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El ejemplo anterior no es sencillo de construir, por lo cual se observará un ejemplo pro-
puesto por Adamek en [2] sobre la no reciprocidad del teorema 4.2,
Ejemplo 4.2. Sea B una subcategoría de Conj, cuyos objetos son los conjuntos: {}, {} y
N y los morfismos son: r() = , s() = , gn() = kn() = n y hn(m) = n+m, lo anterior












y sea A la subcategoría de B, cuyos objetos son los conjuntos: {}, {} y N y los morfismos
son: s() = , gn() = kn() = n y hn(m) = n+m con g /∈mor(A), el siguiente diagrama










Sea el funtor de inclusión ı : A → B se verá que es semitopológico, pero no topológica-
mente algebraico. Sea la fuente gn : {}→ N, la única factorización posible es ella misma
por la construcción de A, pero no es inicial debido a que existe el morfismo kn : {}→N y
no hay un morfismo de {} a {}, por lo tanto A no posee factorización (epi, fuente inicial)
con lo cual ı no es un funtor topológicamente algebraico.
Ahora, para que ı sea semitopológico todo sumidero posee solución semifinal, ya que A y
B difieren tan solo en g y r. Se verá que estos morfismos poseen solución semifinal en B;
de los siguientes diagramas se sigue el resultado:
{} r //
























Por lo cual, la solucion semifinal de g es (h,N) y de r es (k,N).
37
Los funtores semitopológicos satisfacen:
Teorema 4.3. [2] Sea F : A → B un funtor semitopológico, entonces F cumple que:
• F es fiel,
• F posee adjunto a izquierda.
Al igual que las categorías topológicamente algebraicas preservan condiciones de comple-
tez respecto a la categoría base, se tiene el siguiente resultado para categorías semitopoló-
gicas,
Teorema 4.4. [2] Sea F : A → B un funtor semitopológico entonces:
• F preserva límites,
• F detecta límites,
• F detecta colímites.
Demostración. Sea D un diagrama y (L, fi) el límite en A, al aplicar F se probará que
(FL,F fi) es límite de FD en B. Para esto se supone que existe un cono (B,gi) tal que
Fαi j ◦gi = g j, esto da lugar a la fuente estructurada (B,gi) con gi : B → FDi al ser F se-
mitopológico, existe la solución semi inicial (A,h), generando que exista w : A → L en A,
al aplicar F y componer con h, existe el morfismo Fw◦h :B→FL tal que fi◦(Fw◦h)= gi.
Sea D un diagrama en A y (B,gi) el límite de FD en B, la fuente estructurada (B,gi) posee
solución semi inicial (L,g) con g : B → L y fi : L → FDi, suponga que existe el cono (A,hi)
tal que αi j ◦hi = h j al aplicar F por ser B el límite de FD existe l : A → B, al ser L solución
semi inicial, existirá w : A → L en A tal que fi ◦w = hi.
Sea D un diagrama en A y (gi,B) el colímite de FD en B, el sumidero estructurado (gi,B)
posee solución semifinal (L,g) con g : B → FL y fi : Di → L ya que F es semitológico. Si
existe el co-cono (A,hi) tal que h j ◦αi j = hi, al aplicar F , existe un morfismo l : B → FA.
Al ser (L,g) solución semifinal del sumidero, existe w : L → A en A tal que w◦ fi = hi.
Del teorema anterior se tiene el siguiente hecho.
Corolario 4.2. Sea F : A → B un funtor semitopológico, si B es una categoría completa
entonces A es completa.
Si se estudian otro tipos de morfismos como los monomorfismos, se tiene que se compor-
tan bien con respecto a funtores semitopológicos.
Teorema 4.5. Sea F : A → B un funtor semitopológico y α un monorfismo en A entonces
Fα es un monomorfismo en B.
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Demostración. Sean f ,g : X → FA y α : A → C un monomorfismo tales que Fα ◦ f =
Fα ◦g. La fuente (X , { f ,g}) posee solución semi inicial dada por w :X →FL y li :FL→FA
con i = ,, debido a que w es generado y que Fα ◦Fl ◦w = Fα ◦Fl ◦w se satisface
α ◦ l = α ◦ l, como α es monomorfismo l = l por lo tanto f = Fl ◦w = Fl ◦w = g, es
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Caso contrario del buen comportamiento de los funtores semitopológicos con respecto a
los monomorfismos, es que ser epimorfismos no necesariamente se preserva bajo este tipo
de funtores. Para visualizar de forma rápida esta afirmación note que los epimorfismos en
los espacio topológicos son las funciones continuas sobreyectivas, pero si se estudian los
epimorfismos en los espacios topológicos de Hausdorff resultan ser las funciones conti-
nuas de imagen densa, además no toda función sobreyectiva es de imagen densa [20] y
[2].
4.1. Nociones equivalentes de funtores semitopológicos
Del Teorema 2.4 se tiene que poseer soluciones iniciales para fuentes estructuradas es
equivalente a tener soluciones finales para sumideros estructurados. Es natural preguntar-
se si este hecho se satisface para los funtores semitopológicos; es decir, si poseer solu-
ciones semifinales de sumideros estructurados es igual a tener soluciones semi iniciales
para fuentes. Lo anterior tiene por respuesta el siguiente enunciado probado por Tholen
en [27]:
Teorema 4.6. F es un funtor semitopológico si y solo si toda fuente estructurada posee
solución semi inicial.
Demostración. Suponga que F : A → B es un funtor semitopológico, dada una fuente es-
tructurada (B, fi) con fi : B → FAi, tome el sumidero formado por los objetos A j tal que
exista un morfismo h j : A j → B que satisface fi ◦h j es un morfismo en A. Debido a que F
es semitopológico, el sumidero (h j,B) posee solución semifinal (g,A) la cual a su vez es
la solución semi inicial para la fuente ( fi,B).
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La anterior construcción no considera el caso de que el sumidero (B,h j) sea vacío. En ese
caso, al ser F semitopológico posee adjunto a izquierda y por lo tanto a B se le puede aso-
ciar su objeto libre AB y un morfismo mB, esta pareja constituirá la solución semi inicial
de la fuente (B, fi).
Se supone ahora que toda fuente estructurada posee solución semi inicial y sea un sumide-
ro estructurado ( fi,B) tal que fi : FAi → B, forme la fuente inicial dada por los objetos C j
tales que exista un morfismo hi : B →C j que cumpla h j ◦ fi es un morfismo en A. Debido
a que posee solución semi inicial (g,A) y por la construcción de la fuente, dicha solución
a su vez será solución semifinal para el sumidero ( fi,B).
Debido a la génesis de las construcciones de funtores semitopológicos, es de notar que la
mayoría de los enunciados de funtores topológicos es posible transferirlos a las soluciones
semifinales. Además, es clara la no equivalencia con los levantamientos finales, pero es
pertinente preguntarse qué tan estrecha es la relación de estos conceptos. Esto tiene por
respuesta lo demostrado por Tholen en [27], donde se afirma que todo funtor semitopoló-
gico es un tipo de restricción de un funtor topológico. Para probar este hecho primero se
debe recordar el concepto de subcategoría reflexiva y se dirá que un funtor es una inmer-
sión si es fiel e inyectivo en objetos. Con estos conceptos a la mano es posible probar el
siguiente enunciado.
Teorema 4.7. [27] Sea M : A → B una inmersión plena reflexiva y T : B → C un funtor
topológico entonces T ◦M es un funtor semitopológico.
Demostración. Sea la fuente estructurada (C, f i) con f i :C → (T ◦M)Ai, debido a que T
es topológico existe el levantamiento (B, fi) en B tal que T B =C y T fi = f i, esto genera
la fuente (B, fi) con fi : B → MAi. Debido a la reflexividad del funtor existe un objeto A
en A y un morfismo g : B → MA tal que para cada Ai existe un morfismo hi : A → Ai en A
que al aplicar M conlleva a que se cumpla Mhi ◦g = fi, por lo cual la solución semi inicial
para la fuente (C, f i) es (g,A), por tanto T ◦M es un funtor semitopológico.
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Del teorema anterior se desprende que el funtor olvido de Haus a Conj es semitopólogico,
debido a que la categoría de espacios de Hausdorff es una subcategoría plena y reflexiva
de la categoría de los espacios topológicos. Además genera la veracidad de una de las
direcciones de la afirmación que se busca probar. Para la otra dirección se debe construir
una categoría topológica a partir de un funtor semitopológico, sea F : A → B un funtor
semitopológico, se tendrá que la categoría KA,F cuyos objetos son parejas (g,A) con A
un objeto en A y g : X → FA un morfismo en B y los morfismos son parejas (u,v) con









será una categoría topológica a B bajo el funtor T , tal que T (g,A) = FA y T (u,v) = FV ,
es decir:
Teorema 4.8. [27] Si F : A → B es un funtor semitopológico entonces el funtor TF :
KA,F → B es topológico.
Demostración. Es de anotar que existe un funtor natural de A a KA, que se denotará por
MF , que asocia a cada objeto A en A a (idFA,A) y todo morfismo f en A la tupla (F f , f )
en KA. Con esto presente, sea el sumidero estructurado ( fi,B) tal que fi : Ai → B con
(idFA,Ai) en KA, debido a que F es semitopológico, existe la solución semifinal (g,A) en
A, si se toma a (idFA,A) y hi : Ai → A esto generará el sumidero ((g,A),(Fhi,hi)) en KA
el cual es el levantamiento del sumidero (B, fi), ya que T (g,A) = g.
En la prueba anterior se definió el funtor MF el cual relaciona a A con la categoría topoló-
gica (KA,F ,T ) y si se tiene presente el Teorema 4.7, se puede probar el siguiente teorema,
que constituye el resultado central del capítulo.
Teorema 4.9. [27] F es un funtor semitopológico si y solo si F es una restricción reflexiva
plena de un funtor topológico, dicha restricción a su vez es una inmersión.
Demostración. Del Teorema 4.7 se tiene que toda restricción reflexiva de un funtor to-
pológico, la cual es una inmersión, resulta ser un funtor semitopológico. Solo resta ver
que todo funtor semitopológico es una restricción como lo antes descrita, para ello sea
F : A → B un funtor semitopológico, del Teorema 4.1 es posible ver que F = TF ◦MF .
Debido a que T es un funtor topológico, solo resta probar que MF : A → KA,F es una in-
mersión plena y reflexiva, lo cual se deduce debido a que a todo objeto A en A es enviado
por MF al objeto MF(A) = (A, idA).
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Para la reflexividad, sea (A, f ) un objeto de KA,F entonces la reflexión natural es (A,FidA)
debido a que si existe (u,v) : (A, f )→ (C,FidC) se tiene el siguiente diagrama:
(A, f )
(w,v) ((




Se debe verificar que (FV,v)◦ ( f ,FidA) = (w,v) lo cual se tiene debido a:
(Fv,v)◦ ( f ,FidA) = (Fv◦ f ,v◦FidA)
= (FidC ◦w,v)
= (w,v)
4.2. Semicoelevadores de estructura
En el segundo capítulo se definieron los elevadores y coelevadores de estructura para fun-
tores topológicos. Es natural preguntar si estas nociones se pueden trasladar para funtores
semitológicos. Para entender mejor su comportamiento se debe estudiar la categoría KA,F
asociada al funtor semitopológico F : A → B.
Sea el funtor topológico TF dado en el Teorema 4.8, se verá que las soluciones semi ini-
ciales permitirán construir un coelevador de estructura para KA,F ; es decir, para todo par
( f ,A) con f : X → A se le asocia la solución semi inicial g : A → A y esto genera un funtor
SI : KA,F → KA,F ,
Teorema 4.10. Si F : A → B es un funtor semitopológico entonces el funtor SI : KA,F →
KA,F es un coelevador de estructura.
Demostración. Se debe ver que TF ◦SI = TF , sea ( f ,A) ∈Ob j(KA,F), por la construcción
de SI, SI( f ,A) = (g,A) tal que, g : A → A y existe g que satisface f = g◦g, por lo cual se
cumple, TF(g,A) = FA = (TF ◦SI)( f ,A).























donde existe w : A →C ya que (l,C) es fuente inicial en A debido a que F es topológica-
mente algebraico y SI(u,v) = (F(w◦g),v), implicando que (Tf ◦SI)(u,v) = TF(u,v).
Falta probar que SI( f ,A) ≤ ( f ,A), debido a que SI( f ,A) es la solución semi inicial de











De lo anterior, el morfismo natural de ( f ,A) a SI( f ,A) es (g, idA) que al aplicar TF satisface
TF(g, idA) = idFA.
Es de interés estudiar qué genera el funtor SI en la categoría A para el caso de la categoría
de Grupos. Si ( f ,(G,∗G)) es un objeto de KA,F con f : X → G, al realizar la solución semi
inicial que coincide con la factorización (epi, fuente inicial) asocia al conjunto X con su
grupo libre LX en caso de restringir SI a la subcategoría reflexiva generada por el funtor
M : Grp → KGrp,O, se tiene que a todo grupo (G,∗) le asocia el grupo libre (LG,_), ge-
nerado por el conjunto G.
Ejemplo 4.3. De las propiedades de los coelevadores idempotentes es posible generar
nuevas categorías topológicas por medio de sus puntos fijos. En el caso de coelevador SI
respecto a la categorías KGrp,O, los puntos fijos son las parejas (F f ,A) tales que f :X →A
y f sea un monomorfismo; debido a que implicará que f sea un homomorfismo inyectivo
y por lo tanto la factorización (epi, fuente inicial) estará dada por f = idX ◦ f implicando
que SI(A, f ) = (A, f ). Por lo tanto la categoría IKGrp,O cuyos objetos son las parejas
((G,∗), f ) tales que f : (X ,∗X)→ (G,∗) sea un homomorfismo inyectivo y por morfismos
definidos tal como en KGrp,O, será una categoría topológica con respecto al funtor de
olvido a Conj.
Para construir un coelevador a partir soluciones finales se debe sustituir la categoría KA,F
por una noción dual, que se denotara por CKA,F , cuyos objetos son parejas (A, f ) tales que
f : FA → X y morfismos (u,v) : (A, f )→ (C,g) tales que u : A →C y v : X →Y satisfagan
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v◦ f = g◦Fu.
De forma análoga al funtor SI que asocia a la pareja ( f ,A) la solución semi inicial de
f : X → FA, el funtor SF : CKA,F → CKA,F asocia a cada pareja (A, f ) la solución se-
mifinal del sumidero f : FA → X , el cual resulta ser un elevador, en caso de que F sea
semitopológico.
Teorema 4.11. Si F : A → B es un funtor topológicamente algebraico entonces el funtor
SF : CKA,F → CKA,F es un coelevador de estructura.
Demostración. Se desprende de forma análoga al proceder del Teorema 4.10
En la sección 2.4 se indicó que los puntos fijos de elevadores y coeleavadores constituyen
una categoría topológica. En el caso de los coeleavodres C : KA,F → KA,F , es posible
determinar con exactitud cómo influyen en los objetos de la categoría A,
Ejemplo 4.4. Sea F : A → B un funtor semitopológico; C : KA,F → KA,F un coelevador y
M(A) = (idFA,A) con A ∈ Ob j(A) donde M : A → KA,F tal que TF ◦M = F, al aplicar C
a M(A), C(idFA,A) = ( f ,A) al ser C coelevador existe un morfismo (u, idFA) : (idFA,A)→










Lo anterior conlleva a f ◦u = idFA.
Si deseamos desligarnos de la categoría KA,F y tan solo considerar funtores de A en A, se
definen semicoelevadores de estructura.
Definición 4.2. Sea F : A → B un funtor semitopológico y SC : A → A un funtor, diremos
que SC es un semicoelevador de estructura si para todo X en A existe gx : X → SC(X) en










// F ◦SC(Y )
Un ejemplo del concepto anterior son los coelevadores de estructura, debido a que Fgx =
idFX y se entenderá por semielevador de estructura a un funtor SE : A → A tal que para
cada X exista fx : SE(X)→ X en A y las F fx formen una transformación natural.
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En caso de trabajar con un funtor idempotente S : A → A se cumple que los puntos fijos de
S coinciden con su imagen, debido a que si se toma un punto fijo A∈Ob j(S(A)), al aplicar
S tengo que S(A) ∈ Im(S), como S(A) = A entonces A ∈ Im(S). Ahora, si se toma un C ∈
Im(S) tengo que existe X tal que S(X) =C, aplicando S se cumple que S(S(X)) = S(C) =
S(X) = C, es decir C ∈ Ob j(S(A)). Conjugado al hecho de que los semicoelevadores
de estructura generalizan el concepto de coelevación para funtores semitopológicos, es
pertinente preguntarse en qué condiciones la categoría SC(A) formada por los puntos fijos
de SC es semitopológica, esto motivó el siguiente enunciado:
Teorema 4.12. Sea F : A → B un funtor semitopológico y SC : A → A un semicoelevador
de estructura idempotente, entonces SC(A) es una categoría semitopológica relativa a B.
Demostración. Sean Ai ∈ SC(A) y fi : FAi → X , como F es semitopológico el sumide-
ro ( fi,X) posee solución semifinal (g,A) en A. Con esto presente se construirá la so-
lución semifinal en SC(A), debido a que SC es un semicoelevador existe un morfismo
h : A → SC(A), al ser SC idempotente SC(A) ∈ Ob j(A), con lo cual, al aplicar F se tiene












Con hi = h ◦ gi, con lo anterior se probará que (h ◦ g,SC(A)) es la solución semifinal en
SC(A) del sumidero ( fi,X). Para ello se supone que existe C ∈ Ob(SC(A)) tal que existe
l : X → FC y li : Ai → C tales que l ◦ fi = Fli. Como A es solución semifinal de ( fi,X)
existe un morfismo w : A →C que satisface l = Fw◦g y li = w◦gi, al aplicar SC a w, tengo
que SC(w) : SC(A)→ SC(C), como C es punto fijo esto implica que SC(w) : SC(A)→ C




















Por lo tanto (h ◦ g,SC(A)) es la solución semifinal en SC(A) del sumidero ( fi,X). Esto
implica que F : SC(A)→ B es semitopológico y (SC(A),F) es una categoría semitopoló-
gica.
El siguiente ejemplo muestra porqué se deben cumplir todas las hipótesis del Teorema
4.12 para formar categorías semitopológicas:
Ejemplo 4.5. Considere el funtor olvido de la categoría de Grupos a Conjuntos y el
funtor K : Grp → Grp tal que a todo grupo (G,∗) lo envía al grupo cociente G/C(G)
donde C(G) es el centro de (G,∗) y a todo homomorfismo f : (G,∗) → (H,?) le asigna
f ◦ qG con qH : (H,?) → (H/C(H),?), es facil ver que K es idempotente pero no es un
semicoelevador, si se toma f : Z → D con f () = α , al ser Z abeliano K(Z) =< e >
y D/C(D) es el grupo de 4 elementos no cíclico, es decir Klein. Por lo tanto, si se
tuviera un morfismo de h :< e >→ K sería el trivial, entonces τD sería la función trivial
y si deseamos ahora idD : D → D implicará que τD sería la función cociente entre
D y D/C(D), conllevando la no existencia de un morfismo reflexivo, es decir, no es
subcategoría reflexiva los grupos descentralizados (de centro trivial).
Las subcategorías reflexivas son un ejemplo de semicoelevadores de estructura. Para en-
tender esto, sea C subcategoría reflexiva de A, ella induce un funtor RC : A → A tal que
a todo objeto A en A le asigna su reflexión CA en C; RC es idempotente; además por la
Definición 1.5, existe un morfismo g : A →CA lo cual desemboca en que, si existe un fun-
tor semitopológico F : A → B, el funtor RC es un semicoelevador de estructura pleno e
idempotente cuyos puntos fijos son exactamente la subcategoría C, por lo que al adaptar
el Teorema 4.12 a lo anterior, se tiene que:
Corolario 4.3. Sea F : A → B un funtor semitopológico y C una subcategoría reflexiva de
A entonces C es una categoría semitopológica.
Demostración. Se verificará que RC es un semicoelevador de estructura. De la Definición
1.5 existe un morfismo rX : X → CX donde CX es la reflexión de X en C, por lo cual si
f : X → Y en A, existe un morfismo rY ◦ f : X → CY con rY : Y → CY , por lo tanto existe











Si τx = FrX para cada X ∈ Ob j(A) entonces RC es un semicoelevador pleno. Además
es idempotente ya que RC ◦RC(X) = CX = RC(X), los puntos fijos son exactamente los
objetos de C y en virtud del Teorema 4.12, C es una categoría semitopológica.
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Al estudiar las categorías topológicas es claro que no toda subcategoría reflexiva de una
categoría topológica resulta topológica, es el caso de los espacios de Hausdorff. Por lo
tanto, el corolario anterior únicamente nos genera categorías semitopológicas a pesar que
la categoría A se tome topológica.
Además, nos indica cómo formar nuevas categorías semitopológicas a partir de las ya co-
nocidas. En ejemplos previos se probó que la categoría de los espacios de Hausdorff era
una categoría semitopológica con respecto a la categoría de conjuntos, esto se dedujo ya
que toda categoría topológicamente algebraica es semitopológica. Una prueba alternativa
es motivada por el teorema anterior, ya que los espacios de Hausdorff constituyen una sub-
categoría reflexiva de Top y al ser la categoría de los espacios topológicos una categoría
topológica en especial semitopológica, implicará que Haus sea una categoría semitopoló-
gica. Otros ejemplos son:
Ejemplo 4.6. • Sea la categoría de grupos abelianos Ab, la cual es subcategoría de
la categoría de grupos Grp, se verá que es reflexiva. Sea (G,∗) y el subgrupo normal
G′ =< aba−b−| a,b ∈ G >, entonces (G/G′,∗) es un grupo abeliano. Se tomará
al homomorfismo canónico qG : (G,∗) → (G/G′,∗) con el morfismo reflexión en
caso que exista (H,4) en Ab y h : (G,∗) → (H,4), existe de manera natural el
morfismo h : (G/G′,∗) → (H,4), tal que h ◦ qG = h. Por lo cual (Ab,O) es una
categoría semitopológica.
• Sea la categoría de los grupos abelianos libres de torsión LTAB, la cual es subcate-
goría reflexiva de Ab, para verificar que en efecto es reflexiva, tome (H,∗) un grupo
abeliano y el subgrupo de torsión T = {a ∈ H | ∃n,an = e}, se tiene que (H/T,∗) es
un grupo abeliano libre de torsión y el morfismo reflector qH : (H,∗) → (H/T,∗)
generan que LTAB sea subcategoría reflexiva de Ab, implicando que (LTAB,O) es
una categoría semitopológica.
• Sea la categoría de los espacios topológicos que cumplen el primer axioma de se-
parabilidad TopT , es subcategoría de Top y si dado un espacio topológico (X ,τ)
defina la relación de equivalencia a ∼ b si y solo si {a}= {b} (clausura de a es igual
a clausura de b), asi definida genera que (X/ ∼,τ) sea T. La función continua
qX : (X ,τ)→ (X/ ∼,τ/ ∼) genera que TopT sea una categoría reflexiva de Top con
lo cual (TopT , O) es una categoría semitopológica.
Se mostró la conexión entre subcategorías reflexivas de categorías semitopólogicas y la
generación de nuevas categorías semitopológicas. Si se desea estudiar el recíproco se des-
prende que:
Teorema 4.13. Sea F : A → B un funtor pleno y semitopológico con C subcategoría plena
de A, entonces C es una categoría semitopológica relativa a B si y solo si C es subcatego-
ría reflexiva de A.
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Demostración. Suponga que C es una categoría semitopológica relativa a B y A∈Ob j(A),
al aplicar F , se tiene que FA posee un objeto libre CA en C y existe un morfismo mA : FA→
FCA, como el funtor F es pleno, existira rA tal que FrA = mA. Aplicando esta construcción
a cada objeto A de A se tiene que el funtor de inclusión de C a A posee adjunto a izquier-
da, implicando que C es una subcategoría reflexiva.
Del Corolario 4.3 se desprende que al ser C subcategoría reflexiva de A, la categoría C es
una categoría semitopológica.
Ejemplo 4.7. Sean las categorías Haus, TopT y Top, se consideran los funtores de inclu-
sión ı : Haus ↪→ TopT y TopT ↪→ Top, debido a que Haus es una subcategoría plena y
además topológicamente algebraica de Top, genera que el funtor de inclusión sea pleno y
semitopológico, conjugado a que todo espacio de Hausdorff es T entonces en virtud del
Teorema 4.13 se desprende que Haus es una subcategoría reflexiva de TopT .
El teorema anterior es posible debilitarlo con la noción de un funtor g-pleno.
Definición 4.3. Sea F : A → B un funtor semitopológico. F se dira g-pleno si se cum-
ple para cada sumidero estructurado que dada la solución semifinal (A,g) del sumidero
( fi,FX) con fi : FAi → FX entonces existe g tal que Fg = g.
Note que esto no implica que se tenga la factorización (epi, fuente inicial) sino que las
soluciones semifinales de sumideros estructurados que son imagen de un sumidero de A
provienen de A, en especial todos los funtores topológicamente algebraicos se cumple es-
to.
Corolario 4.4. Todo funtor topológicamente algebraico es g-pleno.
Demostración. Sea F : A → B un funtor topológicamente algebraico, sea el sumidero fi :
Ai → X al aplicar F se tiene que posee solución semifinal (g,A) con g : FX → FA. Debido
a que A posee factorización (epi, fuente inicial) el sumidero fi : Ai → X se puede factorizar
por medio de (g,A), debido a que la factorización la preserva el funtor topológicamente
algebraico tengo que Fg = g y por lo tanto F es g-pleno.
Al adaptar el Teorema 4.13 con respecto a la noción de g-plenitud.
Teorema 4.14. Sea F : A → B un funtor semitopológico g-pleno con C subcategoría plena
de A entonces C es una categoría semitopológica relativa a B si y solo si C es subcategoría
reflexiva de A.
Demostración. Sea A ∈ Ob j(A), al aplicar el funtor F , se tiene que el objeto F(A) se
le puede asociar el objeto libre CA en C y un morfismo mA : FA → F(CA) en B, esto
genera una fuente la cual posee solución semi inicial (gA,CA) con gA : FA → FCA, ya que








Además, como gA es un morfismo generado y F : A → B es g-pleno entonces existe
rA : A → CA en A tal que FrA = gA, si se toma este morfismo y CA la reflexión de A
en C para todo objeto A en A.
Ahora si existe otro objeto H en C tal que el morfismo g : A → H factorize a mA, es
posible construir un morfismo de CA en H de la siguiente forma: al aplicar F , el morfismo
Fg : FA → FH conlleva a que existe un morfismo h :CA → H en A tal que Fh◦mA = Fg,












De lo anterior se puede formar el morfismo Fh◦FlA :CA → H, ahora si se toma el morfis-
mo h◦ lA ◦ rA y se le aplica el funtor F se satisface:
Fh◦FlA ◦FrA = Fh◦FlA ◦gA
= Fh◦mA
= Fg
De la fidelidad del funtor F , es válido afirmar que h ◦ lA ◦ rA = g y el morfismo h ◦ lA de
CA a H está en C, debido a que esta es una subcategoría plena de A, es decir, el objeto
libre de A en C es CA. Lo anterior indica que el funtor ı : C → A posee adjunto a izquierda,
conllevando a que C es una subcategoría reflexiva de A.
Del Corolario 4.3 se desprende que al ser C subcategoría reflexiva de A, la categoría C es
una categoría semitopológica.
4.3. Semielevadores de estructura
Debido a la dualidad conceptual entre las subcategorías reflexivas y correflexivas, es per-
tinente estudiar si estas últimas generan semielevadores de estructura y qué ocurre con sus
puntos fijos. Si C es subcategoría correflexiva de A, ésta induce un funtor SEC : A → A tal
que a todo objeto A lo envía a su correflexion en C.
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Teorema 4.15. Sea F : A → B un funtor semitopológico y C subcategoría correflexiva de
A entonces el funtor SEC : A → A es un semielevador de estructura pleno.
Demostración. Sea A un objeto de A y SEC =CA su coreflexión en C, existe un morfismo
qA :CA → A, tal que si existe C en C y un morfismo h :C → A entonces existe g :C →CA en
C tal que qA ◦g = h. Con esto presente si f : X → Y , al aplicar SEC, se tiene el morfismo
qX ◦ f : CX → B en A, por lo tanto existe SCC( f ) : CX → CY tal que qY ◦ SEC( f ) = f ◦











Un ejemplo de subcategorías correflexivas es:
Ejemplo 4.8. Sea TAB la subcategoría de los grupos de torsión, a todo grupo (G,∗) es
posible asociar su subgrupo de torsión TG = {g | ∃n gn = e} y con morfismo correflector
ı : (TG,∗) → (G,∗). Bajo esta construcción, es posible probar que TAB es subcategoría
correflexiva de Ab.
Debido al Corolario 2.2, es natural pensar que es posible trasladar el Teorema 4.12 para
subcategorías correflexivas, pero no se puede afirmar que los puntos fijos de semieleva-
dores de estructura forman una categoría semitopológica debido a que implicaría que las
subcategorías correflexivas son semitopológicas y por ende también serían reflexivas. Esto




Categorías de prehaces asociadas a
categorías semitopológicas
En la búsqueda de categorías en donde se pueda definir una noción abstracta de topolo-
gía, Grothendieck mostró que al poseer buenas propiedades con respecto a cubrimientos y
composicionalidad puede definirse mediante sub colecciones de morfismos que empaten
bien una noción de topología para categorías, lo cual se conoce como topologías de Grot-
hendieck [29]. El ejemplo que motivó este concepto fue la categoría de prehaces, que
tiene por objetos los funtores contravariantes entre una categoría A y la categoría de con-
juntos (un prehaz es un funtor F : Aop → Conj) y los morfismos son las transformaciones
naturales entre ellos [16].
Con esta nueva visión de topología en el entorno categórico es posible hablar de topos de
Grothendieck. Estos provienen de categorías de prehaces que se sitúan alrededor de es-
tas topologías. Al estudiar nociones más débiles de estos topos, Lawvere definió los topos
elementales (un análisis mas profundo de estos conceptos se puede estudiar en [16] y [9]).
Ahora se desea saber si dada una categoría A es posible asociarle una categoría de preha-
ces. En caso de que C sea una categoría pequeña se determina un topos de Grothendieck
ConjC
op
de prehaces sobre C, cuyos objetos son los prehaces entre Cop y Conj, los mor-
fismos son las transformaciones naturales entre ellos.
Un ejemplo interesante es el topos de m-conjuntos. Para construirlo sea M un monoide
con identidad e y operación ◦, un m-conjunto es una pareja (X ,λ ) tal que λ es una acción
a derecha de M, la cual es asociativa y x ◦ e = x. Una m-aplicación entre m-conjuntos es
una función H : X → Y que conserva la acción, es decir H(x◦ f ) = H(x)◦ f . La categoría
determinada de esta manera es equivalente al topos de prehaces ConjM
op
, donde M es vis-
to como una categoría de la forma usual.
Note que dada una categoría A y un objeto A de A, es posible asociarle un topos de m-
51
conjuntos, si se determina el monoide M = homA(A,A) y se forma la categoría ConjM
op
,
dando lugar a un funtor F : A → ConjM, donde F(C) = hom(A,C).
5.1. Topos topológico
Para conectar las propiedades de las categorías topológicas y los topos de Grothendieck,
Montañez en [18] asoció a una categoría topológica el topos de m-conjuntos mediante el
siguiente método, sea W un espacio topológico, el monoide MW de los endomorfismos de
W con la composición usual se denotará MW = ([W,W ]Top,◦), el topos de m-conjuntos
asociado a MW se denotará EW (Top).
Cada espacio topológico X se interpreta en EW (Top) como el m-conjunto [W,X ]Top con
la acción definida:
[W,X ]Top×MW → [W,X ]Top
( f ,g) 7→ f ◦g
y para cada función continua f : X → Y da lugar, por composición, a la función equiva-
riante:
[W,X ]Top → [W,Y ]Top
f (h) := f ◦h
De lo anterior se determina el funtor RW :Top→EW (Top), definido por RW (X) := [W,X ]Top
y RW ( f ) := f . Para tener una conexión mas estrecha entre estas categorías Montañez en
[18] observó que se debe restringir el funtor RW a la categoría EW (Top) generada por
elevador idempotente EW , conllevando que:
Teorema 5.1. [18] Sea W un espacio topológico, el funtor
RW : EW (Top)→ EW (Top)
tienen adjunto a izquierda, se denotará:
LW : EW (Top)→ EW (Top)
Observación: en [18] se prueba la fidelidad, si f ,g : X → Y son funciones continuas y
si RW ( f ) = RW (g), entonces para cada x ∈ X , la función constante hx : W → X de valor
x, verifica la igualdad RW ( f )(hx) = RW (g)(hx), de donde f (x) = g(x). Para la plenitud
del funtor RW , de nuevo las funciones constantes juegan un papel fundamental, en caso de
existir una función equivariante α : [W,X ]Top → [W,Y ]Top, si se define α :X →Y , para cada
52
x∈ X se tiene α(x) = (α( fx))(w) con fx la función de valor constante x y tw :W →W es la
función de valor constante w, genera que RW (α) = α . De la fidelidad y plenitud del funtor
RW y de la existencia de su adjunto a izquierda, EW (Top) es isomorfa a una subcategoría
reflexiva de EW (Top), lo cual abusando del lenguaje se enuncia en el siguiente teorema.
Teorema 5.2. [18] Sea W un espacio topológico, EW (Top) es una subcategoría reflexiva
de EW (Top).
Lo anterior motiva el concepto de topos topológico,
Definición 5.1. [18] Sea C una subcategoría topológica de Top y E un topos. Diremos
que E es un topos topológico, si E contiene una subcategoría reflexiva isomorfa a C. En
tal caso al par (C,E) lo llamaremos un Tándem Topológico.
Un ejemplo de topos topológico se obtiene al considerar el elevador EW , es decir, dado un
espacio topológico W la pareja (EW (Top),EW (Top)) es un tándem topológico.
5.2. Construcción de categorías de prehaces
semitopológicas
Al continuar el traslado de construcciones definidas en categorías topológicas a semitopo-
lógicas, se estudiará cómo definir un topos semitopológico que capture la esencia de los
topos topológicos. Este análisis se torna interesante en la medida en que cumple un papel
fundamental en la construcción de ejemplos de topos topológicos basados en una categoría
topológica las funciones constantes, aunque estas no están necesariamente definidas en las
categorías semitopológicas. Un ejemplo se encuentra en la teoría de grupos, debido a que
las funciones de valor constante no son homomorfismos y por tanto no serán morfismos
en la categoría de los grupos.
Considerando el topos de m-conjuntos es posible probar que es una categoría semitopo-
lógica con respecto al funtor de olvido a los conjuntos. Antes de abordar lo anterior, se
estudiará la noción de representabilidad dada en la sección 2.4, en el contexto de funtores
semitopológicos, trasladando la construcción del funtor SW : Top → Top para categorías
semitopológicas; esto motiva el siguiente hecho:
Teorema 5.3. Sea F : A → B un funtor semitopológico g-pleno, entonces dado un objeto
W en A, el funtor SW : A → A es un semicoelevador idempotente.
Demostración. Sea W un objeto de A, el funtor SW está definido en objetos al construir
el sumidero ( fi,X) con fi : W → X , de todos los morfismo de W a X en A; al aplicar F ,
(F fi,FX) posee solución semifinal (FSW (X),τx), al ser F g-pleno, existe SW ( f ) tal que
FSW ( f ) = τx.
53
Si existe se toma f : X → Y , entonces se tiene que F f ◦F fi : FW → FY en B por ser
SW (X) la solución semifinal de (F fi,FX), existe w : SW (X) → Y tal que Fw ◦ τX = F f .
De lo anterior τy ◦ (F f ◦F fi) : FW → FSW (Y ) entonces existirá SW ( f ) : SW (X)→ SW (Y )






















τX // FSW (X)




// FSW (Y )
La idempotencia del funtor SW se desprende de la unicidad de la soluciones semifinales.
El teorema anterior motiva la construcción de objetos semirrepresentables.
Definición 5.2. Sea F : A → B un funtor semitopológico g-pleno, una subcategoría C de
A es semirrepresentable si existe un objeto W en A tal que C = SW (A).
Note que la definición anterior contempla la opción de que A = C, un ejemplo de ello es:
Ejemplo 5.1. Sea el funtor de olvido O :Grp→Conj, si se fija el grupo trivial < e>, tengo
que el semicoelevador inducido SC<e> tiene por puntos fijos a Grp, es decir, SC<e>(Grp)=
Grp, esto indica que el funtor identidad de Grp es semirrepresentable.
En caso de que se cumplan las condiciones de la definición anterior, pero C sea equivalente
a SW (A) entonces C se dirá que SW (A) es propiamente semirrepresentable, el Teorema
4.3 y 5.3 nos permiten conectar las subcategorías reflexivas y semirrepresentables bajo
condiciones de g-plenitud.
Teorema 5.4. Sea F : A → B un funtor semitopológico g-pleno y C una subcategoría
semirrepresentable de A, entonces C es una categoría semitopológica relativa a B.
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Demostración. Como C es semirrepresentable, existe W tal que C = SW (A) y por el Teo-
rema 4.3 se desprende que C es semitopológica.
Del teorema anterior se tiene el siguiente hecho.
Corolario 5.1. Sea F : A → B un funtor semitopológico g-pleno y C una subcategoría
semirrepresentable de A entonces C es una subcategoría reflexiva de A.
Los enunciados dados nos indican la importancia de la g-plenitud para la generalización
de las construcciones realizadas en la sección 2.4, las cuales buscan la noción de topos
semitopológico. Prosiguiendo este camino se enuncia un teorema vital,
Teorema 5.5. [16] Sea F : C → D un funtor de una categoría pequeña C a una categoría
cocompleta D, entonces el funtor R : D → Con jCop definido por R(X)(Y ) = [F(Y ),X ]D
tiene adjunto a izquierda L :Con jC
op → D.
Si se adapta el teorema anterior, es posible conectar a toda categoría semitopológica g-
plena con un topos de m-conjuntos.
Teorema 5.6. Sea F : A → B un funtor semitopológico g-pleno con B una categoría
cocompleta, entonces el funtor RW : SW (A) → EW (A) posee adjunto a izquierda LW :
EW (A)→ SW (A).
Demostración. Debido a la cocompletez de B y al ser F un funtor semitopológico, la
categoría A es cocompleta y al ser SW (A) una subcategoría reflexiva de A, se tiene que
SW (A) es cocompleta, al poseer el funtor RW : SW (A) → EW (A) y tomar a C = MW ,
D = SW (A) y ConjC
op
= EW (A), esto permite aplicar el Teorema 5.5 para que el funtor
RW posea adjunto a izquierda, el cual se notará LW .
Es válido cuestionar en el Teorema 5.6 por qué no se trabaja con la categoría A, debido
a que también es cocompleta y se puede aplicar el Teorema 5.5. Esto tiene por respuesta
la reflexión que posee SW (A) a A, generando que toda la información relevante al fijar
el objeto W se encuentre en la subcategoría, por lo tanto, se opte por trabajar con ella en
cambio de A.
Ejemplo 5.2. Para entender mejor los conceptos consideremos en la categoría obte-
nida al fijar el grupo (Z,+) y se define el semicolevador de estructura SC(Z,+), es-
te consiste en que dado un grupo abeliano (G,∗) se define el sumidero fi,(Z,+) con
fi : (Z,+)→ (G,∗), es decir, el sumidero de todos los homomorfismos de (Z,+) a (G,∗)
y se halla la solución semifinal.
Algunos de los puntos fijos del funtor SC(Z,+) son: los (Zn,+) tal que dos divida a n y
si (H,∗) es un grupo abeliano tal que solo exista el homomorfismo trivial de (Z,+) a
(H,∗) entonces SC(Z,+)((H,∗)) = (H,∗); en otras palabras será un punto fijo. Además
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si existe tan solo el homomorfismo trivial entre (Z,+) y (G,∗) entonces este último será
punto fijo, pero en el tránsito bajo el funtor R, este será igual a un conjunto de cardinal
uno.
Note que lo anterior indica que los grupos invariantes bajo el funtor son demasiados si
se considera que actúa sobre la categoría de los grupos abelianos Ab, pero en el caso de
los grupos abelianos (H,∗) tal que solo exista el homorfismo trivial de (Z,+) a (H,∗)
generará que el conjunto de homomorfismos entre ellos [(Z,+),(H,∗)] tenga tan solo
un elemento, lo cual nos ayudará para el cálculo del tránsito entre una categoría semito-
pológica y una categoría de prehaces asociada. Esto será tratado en detalle en ejemplos
posteriores.
En el ejemplo anterior se indicó que al fijar un grupo (G,∗) se trendrá que un grupo
(H,∗H) será punto fijo, en caso que exista tan solo el homomorfismo trivial de (G,∗)
a (H,∗H). Se ha considerado construir una categoría de prehaces al fijar un objeto de A,
pero ¿que ocurre con el funtor SW en caso que tengamos una familia {Wi}i∈I? Al considerar
F : A → B un funtor semitopológico g-pleno, el sumidero de todos los morfismos de Wi a
X , fi :Wi → X posee solución semifinal, la cual se denotará S{Wi}i∈I(X), esta construcción
induce un semicoelevador idempotente, el cual permite asociar a S{Wi}i∈I(A) con el topos
E{Wi}i∈I(A).
Ejemplo 5.3. Sea O : Ab → Conj y pi un número primo, se forma la familia de gru-
pos {(Zpi,+)}i∈I , algunos de los objetos de la categoría SZi{i∈I}(Ab) son todos los grupos
(Zn,+) con n ∈ N debido a que Zn/ ∼ tal que a ∼ b si y solo si fi(a) = fi(b) para to-
da fi : Zn → G, es trivial, debido a que la fuente fi : Zn → Zpi posee homomorfismos
que por medio de la composición del homomorfimo inyectivo gi : Zpi → Zn generan que
fi ◦ gi = idZi . Lo anterior nos indica que para algún fi e i ∈ I se cumple fi(a) = a tal
que api = e, cuando pi divide a n y lo anterior siempre ocurre ya que se considera el con-
junto de los números primos, para todo n siempre existirá algún p j que lo divida, con j∈ I.
Entonces algunos de los objetos de la categoría S(Zpi ,+)(Ab) serán {(Zn,+)|n ∈ N} y los
(G,∗) tal que entre cada (Zpi,+) y (G,∗) solo exista el homomorfismo trivial.
Al notar que el funtor RW se puede aplicar a categorías semitopológicas, es posible pensar
que se tiene la fidelidad y plenitud como en el caso topológico, lo cual no es válido ya que
las funciones de valor constante no necesariamente aplican para todo funtor semitopoló-
gico. Un ejemplo claro es la categoría de los grupos, sin contar el homomorfismo trivial,
ninguna función de valor constante es un homomorfismo de grupos; debido a esto al debi-
litar la noción de topos topológico de tal forma que el topos tenga la información relevante
que se considere de la categoría semitopológica, se debe buscar herramientas que estén en
cualquier categoría semitopológica, un posible camino se logra por medio de reflexiones
y plenitud a nivel de subcategorías.
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Definición 5.3. Sea A una categoría semitopológica y E un topos, se dirá que E es un
topos semitopológico si existe una subcategoría reflexiva propia C de E isomorfa a A.
La anterior noción aplicada a un topos topológico de Top, es equivalente a la Definición
5.1 y por tanto el siguiente resultado se tiene:
Teorema 5.7. Todo topos topológico E es un topos semitopológico.
Observación: Si F :A→B es un funtor semitopológico g-pleno, la categoría SW (A) resul-
ta semitopológica g-plena, además es posible asociarle el topos EW (A). En el caso de los
topos topológicos el funtor resulta ser fiel y pleno, gracias a que las funciones constantes
son continuas, y por lo tanto, son morfismos en la categoría Top. En condiciones normales
no se puede trasladar esta construcción, ya que los morfismos de las categorías muchas
veces excluyen morfismos del tipo constante. Por lo tanto, el funtor RW : SW (A)→ EW (A)
no garantiza en todos los casos que el topos EW (A) resulte semitopológico.
Para solucionar el problema anterior se debe construir una subcategoría reflexiva que posea
todos los objetos de la forma RW (X) = [W,X ]. De forma trivial se tendría que la categoría
EW (A) es subcategoría reflexiva de ella misma y por tanto solo se debe probar la plenitud
del funtor RW , pero esto generaría que todo topos E es semitopológico, debido a que si
se toma el funtor identidad el topos resulta una categoría semitopológica y se tendrían las
condiciones de la definición 5.3, es por ello que se impone la condición de ser subcatego-
ría reflexiva propia i.e. E 6= C.
Al excluir el caso trivial y retomando la plenitud del funtor RW , en caso de tenerse aso-
ciaría a una categoría semitopológica con el topos de m-conjuntos EW (A), se encuentra
que si se toma RW (SW (A)) restaría comprobar que resulta una categoría semitopológica.
Para ello, el funtor de olvido O : EW (A)→ Conj posee adjunto izquierdo, en general para
el topos de m-conjuntos ConjC con C una categoría pequeña, el funtor de olvido a Conj
posee adjunto a izquierda [16], designemos dicho funtor por LW : Conj → EW (A), dado
por LW (X) =X×MW con acción λ : (X×MW )×MW definida por λ ((x,m),s) := (x,m◦s).
Al tener la adjunción del funtor olvido y LW se despliega la idea de estudiar si el topos
EW (A) constituye una categoría semitopológica con respecto a Conj, esto motiva el si-
guiente enunciado:
Proposición 5.1. Sea M un monoide, el topos ConjM
op
es una categoría topológicamente
algebraica con respecto al funtor de olvido a Conj.
Demostración. Se implementará la equivalencia mostrada en la sección 2.2 de los funto-
res topológicamente algebraicos, es decir, se probará que el funtor O : ConjM
op → Conj
posee adjunto a izquierda y ConjM
op
posee factorización (epi, fuente inicial). Debido a que
ya se describió la adjunción a izquierda que existe gracias al funtor LW , solo se probará la
57
factorización necesaria.
Debido a que el topos ConjM
op
tiene por objetos parejas formadas por un conjunto y
una acción respecto a M, es natural usar la factorización (epi, fuente inicial) que permite
Conj y probar que esta preserva acciones, para ello sea ((X ,λ ), fi) una fuente en ConjM
op
con fi : (X ,λ ) → (Yi,µi). Se considera la factorización de fi = q ◦ f i con q : X → X/ ∼
donde a ∼ b si y solo si para cada i ∈ I se cumple fi(a) = fi(b) y f i(x) = fi(x); la ma-
nera de formar un objeto con X/ ∼ en EW (A) es por medio de la acción λ , debido a que
f i(λ (x,m)) = fi(λ (x,m)) = µi( fi(x),m) = µi( f i(x),m) esto para todo x ∈ X , generando
que los f i sean funciones equivariantes con f i : (X/ ∼,λ )→ (Yi,µi).
Para establecer que q preserva la acción de λ , se debe recordar que xm = xm, donde x ∈ X
y m ∈M, es decir, q(λ (x,m)) = λ (q(x),m) esto implica que q : (X ,λ )→ (X/ ∼,λ ) es una
función equivariante, por lo tanto, ConjM
op
posee factorización (epi, fuente inicial).
Al considerar el topos de m-conjuntos formado al fijar un objeto W de una categoría A, se
tiene que:
Corolario 5.2. El topos EW (A) es una categoría topológicamente algebraica con respecto
al funtor de olvido a Conj
Al ser topológicamente algebraico el topos EW (A) entonces resulta una categoría semi-
topológica g-plena, indicando por el Teorema 4.13 que una subcategoría C de EW (A) es
reflexiva si y solo si es semitopológica. Esto nos permite esquivar el uso de las funciones
constantes para probar la reflexividad de SW (A) bajo el funtor RW y nos enfoca en probar
que la categoría formada por los objetos [W,X ] sea semitopológica, implicando que la ca-
tegoría de prehaces EW (A) sea un topos semitopológico.
En caso de que el funtor RW sea fiel y pleno, se tendrá en la categoría EW (A) una subcate-
goría isomorfa a SCW (A) y al poseer adjunto a izquierda el funtor RW genera que ésta sea
un topos semitopológico. Una prueba alternativa se realiza en el siguiente enunciado.
Teorema 5.8. Si F : A → Conj es un funtor semitopológico g-pleno y RW : SCW (A) →
EW (A) un funtor fiel y pleno, entonces el topos EW (A) es un topos semitopológico.
Demostración. Se probó que el topos EW (A) es una categoría semitopológica g-plena res-
pecto al funtor de olvido a los conjuntos resta ver que la categoría RW (SW (A)) formada
por los objetos [W,X ] es semitopológica respecto al funtor olvido y por tanto reflexiva.
Sea ( fi,Y ) un sumidero estructurado en Conj tal que fi : [W,Xi] → Y con Xi ∈ SCW (A),
debido a que existe el objeto libre Y ×MW de Y , con t : Y → Y ×MW , si se define
gi : [W,Xi]→ Y ×MW implica que se forma en RW (SW (A)) el sumidero (gi,Y ×MW ).
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Con este sumidero se pude formar otro en SCW (A), debido a la adjunción de los funtores
RW y LW , existe el objeto libre C en SCW (A) y un morfismo u : Y ×MW → [W,C], debido
a que el funtor RW es pleno, entonces al tener los morfismos u ◦ gi, existirán en SCW (A)













El sumidero (ui,C) posee solución semifinal (g,A) con g :C → A y morfismos hi : Xi → A




















Se probará que (RW g ◦ u ◦ t, [W,A]) es la solución semifinal del sumidero. En caso de
existir Z en SCW (A), un morfismo l : Y → [W,Z] y morfismos wi : Xi → Z tales que
l ◦ fi = RW wi, se tendrá que al ser Y ×MW el objeto libre de Y en EW (A), existirá un
morfismo v : Y ×MW → [W,Z] tal que v ◦ t = l. Además, como C es el objeto libre de
Y ×MW en SCW (A), se tendrá un morfismo v :C → Z tal que v = RW v◦u, esto genera que
RW wi = RW (v ◦ ui) y de la fidelidad del funtor se desprende que wi = v ◦ ui, implicando





















Debido a que (g,A) es la solución semifinal del sumidero (ui,C), existirá un morfismo
k : A →C tal que wi = k ◦hi y k ◦g = v, adicionalmente, se cumple:
l = v◦ t
= (RW v◦u)◦ t
= RW k ◦ (RW g◦u◦ t)












Debido a que el diagrama anterior conmuta, (RW g ◦ u ◦ t, [W,A]) es la solución semifinal
del sumidero ( fi,Y ). Esto genera que RW (SW (A)) sea una categoría semitopológica re-
lativa a Conj y al ser RW (SW (A)) subcategoría de una categoría semitopológica g-plena
entonces RW (SW (A)) es una subcategoría reflexiva generando que EW (A) sea un topos
semitopológico.
Ejemplo 5.4. Sea O : Ab → Conj y el grupo (Z,+), el semicolevador generado al fijar el
anterior objeto, posee entre sus puntos fijos a los grupos (Zn,+) tal que  divida a n y el
grupo trivial < e>, es decir SC(Z,+)(Ab) = {(Zn,+) | n= k para algun k∈Z }∪ {< e>},
al aplicar el funtor R(Z,+) a un (Zn,+) se tiene que: R(Z,+)(Zn,+) = [Z,Zn]. Debido
a que solo existen dos homomorfismos entre (Z,+) y (Zn,+), el trivial y la inclusión;
al dotar al conjunto [Z,Zn] de la operación + definida por ( f +g)(x) = f (x)+g(x) con
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Figura 5.1: Ilustración del ejemplo 5.4
f ,g ∈ [Z,Zn] tengo que ([Z,Zn],+) es un grupo de dos elementos y por tanto isomorfo
a (Z,+).
De lo anterior, al aplicar el funtor R(Z,+) a la categoría SC(Z,+)(Ab) nos dará como
resultado la subcategoría generada por dos objetos [Z,Zn] ' (Z,+) para todo n ∈ N
con n >  y [Z,< e >]'< e >.
El ejemplo anterior nos indica que al fijar (Z,+) tan solo podemos obtener información
de dos grupos en la categoría de prehaces, en caso de considerar el grupo trivial se tiene:
Ejemplo 5.5. Sea O :Grp→Conj y el grupo trivial < e>, los puntos fijos de SC<e>(Grp)=
Grp pero al aplicar el funtor R<e> a Grp genera que el conjunto [< e >,(G,∗)] posea un
solo elemento para todo grupo (G,∗) y por tanto, al dotarlo de una operación será iso-
morfo al grupo trivial, es decir R<e>(Grp) =< e >.
Figura 5.2: Ilustración del ejemplo 5.5
En caso de ahora considerar fijar algún (Zpi,+) se tiene que ocurre algo similar que al
fijar (Z,+).
Ejemplo 5.6. Sea O : Ab → Conj y el grupo (Zpi,+), el semicolevador generado al fijar
el anterior objeto. Algunos de sus puntos fijos son los grupos (Zm,+) tal que pi divida
a m y el grupo trivial < e >, es decir SC(Zpi ,+)(Ab) = {(Zn,+) | n = pi para algun k ∈
Z }∪ {< e >}, por lo anterior, se tiene que el conjunto de homomorfismos [Zpi,Zm] posee
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tantos elementos como el conjunto [Zpi,Zpi ], esto se desprende de que (Zm,+) posee un
solo grupo de orden pi y por tanto, se puede construir un homorfismo de Zpi en Zm por
cada generador de Zpi , conllevado que al ver como grupo a [Zpi,Zm] sea isomorfo a
(Zpi,+). Lo anterior nos indica que tan solo podemos obtener información de dos objetos
al interior de la categoría de prehaces el grupo trivial y (Zpi,+).
Figura 5.3: Ilustración del funtor R en categorías semitopológicas derivadas de la categoría
Top
Note que los diagramas anteriores nos brindan una ilustración de la compresión de la ca-
tegoría SCG(Ab) en su tránsito a la categoría de prehaces, lo cual no ocurre si se fija algún
objeto de Haus, debido a que el funtor RW resulta fiel y pleno, lo que indica que la cate-
goría SCH(Haus) posee una copia isomorfa en la categoría Con jMH , esto se ilustra en la
Figura 5.3.
La diferencia que se puede visualizar es que siempre al ser Haus subcategoría plena de
Top las funciones constantes estarán presentes al fijar cualquier espacio (H,τ). Esto per-
mite la reconstrucción de cualquier objeto en la categoría de prehaces asociada bajo el
funtor RH , lo cual no ocurre en Grp, Ab debido a lo que se ha enfatizado regularmente
acerca de que las funciones constantes sin incluir el caso trivial no son homomorfismos,
por lo cual, al devolvernos por la adjunción que posee el funtor R se tiene la ilustración
5.4 en caso de fijar (Z,+).
Esto permite de manera breve entender la compresión que genera el tránsito entre el funtor
RW y LW sin posibilidad de recuperar mayor información de la categoría SCW cuando no se
poseen los morfismos constantes. De lo anterior se desprende la importancia de encontrar
un o varios objetos que al fijarlos nos permitan aportar mas información en la categoría de
prehaces, que los (Zpi,+) con pi un número primo.
Al considerar los grupos (Zpi,+) como cocientes bajo relaciones de equivalencia del gru-
pos de los números enteros (Z,+) se tiene el siguiente ejemplo.
Ejemplo 5.7. Se fijará el grupo de los números enteros con la operación suma (Z,+) y
se define el semicolevador de estructura SC(Z,+); entre los puntos fijos están los grupos
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Figura 5.4: Ilustración del funtor R(Z,+) y L(Z,+) del ejemplo 5.4
(G,∗) tales que exista solo el homomorfismo trivial de (Z,+) a (G,∗), esto al aplicar el
funtor R(Z,+) conllevará que en la categoría de prehaces (G,∗) sea isomorfo al grupo tri-
vial, debido a que el conjunto [(Z,+),(G,∗)] posea un elemento y al dotarlo de estructura
de grupo sea isomorfo al grupo trivial.
Por ello no nos centraremos en este caso, veremos que los grupos enteros módulo n,
(Zn,+) se preservan bajo el funtor R(Z,+). Para sustentar lo anterior, (Zn,+) es un punto
fijo del funtor SC(Z,+) ya que la solución semifinal del sumidero de los homomorfismos
entre (Z,+) y (Zn,+), estará dado por el grupo (Zn/ ∼,+) pero la relación ∼ inducirá
el subgrupo trivial y por tanto, al hacer el cociente de (Zn,+) entre este subgrupo, se
obtendrá de nuevo a (Zn,+).
Ahora bien, el conjunto [(Z,+),(Zn,+)] tendrá n elementos, debido a que es posible cons-
truir el homomorfismo fi : (Z,+)→ (Zn,+) tal que fi() =  y fi() = i para ≤ i≤ n. Al
dotar este conjunto con la operación suma entre funciones se tendrá un grupo de cardinal
n, el cual tiene por generador el homomorfismo f, ya que f n () = 
n = , esto conlleva
que el grupo sea cíclico y por tanto, isomorfo a (Zn,+).
Todo esto nos indica que si se consideran los (Zn,+) y el semicolevador SC(Zn,+), la ca-
tegoría de prehaces E(Z,+)(Ab) permitirá por medio de la adjunción de funtores, brindar
información de los (Zn,+), para todo n ∈ N.
Al encontrar un objeto adecuado en la categoría Ab que permita la preservación del objeto
bajo el funtor R(Z,+), se desprende el interés de estudiar qué propiedades de la categoría
de prehaces se pueden ahora transferir por la adjunción con el funtor L(Z,+), un aspecto de
esto es tratado en el apéndice A.
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5.3. Categorías de prehaces y el monoide M{Wi}
Se visualizó que fijar un solo (Zpi,+) no permite la reconstrucción de mayor parte de la
categoría formada por el semicoelevador inducido SC(Zpi ,+), pero qué ocurre si ahora se
intentan fijar al mismo tiempo varios objetos, tal vez esto genere una mejor aproximación
que lo visto al tener tan solo uno de ellos.
Ejemplo 5.8. Fijemos (Z,+) y (Z,+), entonces la categoría formada por los puntos
fijos del semicoelevador SC(Z,Z)(Ab) contiene a los grupos (Zn,+) tal que 2 o 3 dividan
a n y el grupo trivial < e >, esto se desprende del Ejemplo 5.9.
Ahora veamos qué ocurre para el conjunto [M(Z,Z),Zn]:
• En caso que 2 divida a n pero 3 no, se tiene que tan solo existe el homomorfismo
trivial entre Z y Zn. Por lo tanto, los homomorfismos entre M{(Z,Z)} y Zn estarán
determinados por los homomorfismos entre Z y Zn es decir tan solo hay dos y al
dotar de estructura de grupo al conjunto [M(Z,Z),Zn] este será isomorfo a (Z,+).
• En caso que 3 divida a n pero 2 no, se tiene que los homomorfismos entre M{(Z,Z)}
y Zn estarán determinados por los homorfismos entre Z y Zn, lo anterior conlleva
que haya tan solo 3 y al dotar de estructura de grupo al conjunto se tendrá que será
isomorfo a (Z,+).
• Ahora se enfocará en el grupo (Z,+) ya que es el primer caso en que  y  dividen
a n. Note que existen dos homorfismos entre (Z,+) y (Z,+), el trivial f y la
inclusión f, tres entre (Z,+) y (Z,+) los cuales denotaremos por g el trivial,
g : →  y g : → .
Como los homomorfismos entre los Zn están determinados por la imagen de sus
generadores tan solo los definiremos para , ahora al formar los morfismos entre
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M{(Z,Z)} y (Z,+) se tiene lo siguiente:
h = ( f,g) = f+g
h(,) = f()+g() = +
h = ( f,g) = f+g
h(,) = f()+g() = +
h = ( f,g) = f+g
h(,) = f()+g() = +
h = ( f,g) = f+g
h(,) = f()+g() = +
h = ( f,g) = f+g
h(,) = f()+g() = +
h = ( f,g) = f+g
h(,) = f()+g() = +
Al tener 6 elementos el conjunto [M{(Z,Z)},Z] y dotarlo de la operación suma será
un grupo de orden , al tomar h = h esto debido a que:
h = h+h = ( f+ f,g+g) = ( f,g) = h
h = h+h = ( f+ f,g+g) = ( f,g) = h
h = h+h = ( f+ f,g+g) = ( f,g) = h
h = h+h = ( f+ f,g+g) = ( f,g) = h
h = h+h = ( f+ f,g+g) = ( f,g) = h
Es decir h genera al grupo y por tanto [M{(Z,Z)},Z] será isomorfo a (Z,+).
• En caso que  y  dividan a n 6= , se tiene que existen  elementos en [M(Z,Z),Zn]
y por la construcción del ítem anterior, el grupo formado a partir de este conjunto
será isomorfo a (Z,+).
Lo anterior nos indica que ahora la categoría de prehaces tiene información de cuatro
grupos en específico por medio del funtor R, los cuales son: < e >, (Z,+), (Z,+) y
(Z,+).
Aunque el ejemplo anterior indica que al tener más objetos es posible obtener mas infor-
mación en la categoría de prehaces no es posible tener la plenitud ni fidelidad del funtor
R, pero se encuentra que si fijamos ahora los (Zpi,+) con ≤ i < n, para algún n ∈ N, se
tendrá:
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Figura 5.5: Ilustración del ejemplo 5.9
Ejemplo 5.9. Sea MZpi con pi un número primo y  ≤ i < m para algún m ∈ N, se tiene
que algunos de los puntos fijos del semicoelevador inducido al fijar los (Zpi,+) son los
(Zn,+) tal que exista algún p j tal que divida a n.
Al igual que ocurrió con el Ejemplo 5.8, los elementos del conjunto [M{Zpi },Zn] estarán de-
terminados por los divisores que posea n en factores primos, es decir, sea n= ql∗ ...∗qkm la
descomposición en factores primos de n entonces por cada qt = p j para algún  < j < m
se tiene que existirán p j morfismos entre Zpi y Zn, induciendo que al formar todas las
hi como en el Ejemplo 5.8, se tengan pi ∗ ... ∗ pik elementos en el conjunto y al dotarlo
de la operación suma, resulte un grupo cíclico de orden pi ∗ ... ∗ pik y por tanto isomor-
fo a (Zpi∗...∗pim ,+). Para verificar que es cíclico note que el generador es la función
h := ( fi, ... fim) tal que fi j : Zpi j → Zn con fi j() = a con a ∈ Zn y api j = .
Como cada pi j 6= pik se tiene que (Zpi∗...∗pik ,+)'
∏
k{Zpik }, esto permite indicar que en
la categoría de prehaces EMZpi (Ab) tendrán copias isomorfas de los (Zm,+) tales que la
descomposición prima de m este constituida por combinaciones de los pi con multiplici-
dad 1. Recuerde el Ejemplo 5.8 donde [M{(Z,Z)},Z] es isomorfo a Z esto debido a que
= ∗, en caso que la descomposición prima de m contenga primos q j tal que no estén
en el conjunto de los pi o q j = plj, el conjunto [MZpi ,Zm] será isomorfo al producto de los
(Zpi,+) tales que pi esté en la descomposición por factores primos de m.
El ejemplo anterior indica que un posible camino para quitar la obstrucción de la ausencia
de los morfismos constantes es fijar varios objetos para así poder reconstruir mayor infor-
mación en la categoría de prehaces, a partir de la interrelación que ellos poseen con todos
los objetos en la categoría semitopológica g-plena.
Observación: Los ejemplos anteriores se construyeron al fijar objetos de la categoría de
los grupos y grupos abelianos, indican que el funtor RW no es fiel, ni pleno. Esto pasa en
caso de estudiar la categoría de los espacios vectorialesVecK , la categoría de los anillos
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Ring, debido a que el módulo del producto se debe preservar bajo cualquier morfismo,
por lo tanto no es posible afirmar que la categoría EW (A) tenga una copia isomorfa de
SCW (A), pero aún así esta categoría de prehaces es un topos semitopológico debido a que
se probó que era una categoría semitopológica g-plena entonces tan solo resta comprobar
que posee una subcategoría reflexiva y en virtud del Corolario 4.3 esta será semitopoló-
gico, indicando que en efecto, el topos es semitopológico aún sin ser RW fiel o pleno.






En la búsqueda del traslado de los resultados encontrados para categorías topológicas ob-
tenidas por medio de los puntos fijos de elevadores y coelevadores de estructurada esbo-
zados en [18], se encontró que se deben tener condiciones de soluciones semifinales y
g-plenitud(concepto introducido en el presente texto) para la formación de nuevas catego-
rías semitopológicas. Adicional a esto, si se cumplen estas condiciones al fijar un objeto se
obtentra un semicolevador de estructura, en caso de considerar soluciones semi iniciales
estas inducen un semicolevador.
Al abordar la conexión de las categorías topológicas con las categorías de prehaces, surge
el concepto de topos topológico dado en [18], se trasladaron las condiciones que conlle-
varon a esta construcción definiendo el termino topos semitopológico y ejemplificando
por medio de categorías de prehaces. A su vez se probó que estas son categorías semi-
topológicas g-plenas, desembocando en que todo topos de m-conjuntos es una categoría
topológicamente algebraica relativa a la categoría de conjuntos.
Lo anterior despertó el interés de observar el tránsito entre la categoría semitopológica
g-plena y la categoría de prehaces asociada, obtenida al fijar un objeto determinado. Ob-
servando que los morfismos constantes juegan un papel fundamental en un tránsito suave
que conlleva la menor pérdida de información de la categoría de estudio, debido a que
es posible probar la fidelidad y plenitud del funtor. Se dieron ejemplos en la categoría de
grupos, grupos abelianos fijando un grupo entero módulo un número primo, permitiendo
la visualización de las conclusiones acerca de la importancia de los morfismos constantes.
Una opción alternativa es fijar varios objetos para obtener mayor información de la cate-
goría semitopológica, lo cual se constató en el caso de fijar finitos grupos enteros modulo
un número primo.
Los resultados mencionados son los ejes centrales del presente texto, pero se dio una
reconstrucción de todos los términos usados, ejemplificando en cada sección por medio
de la topología, los grupos, los retículos y los conjuntos, con el fin de que el lector realice
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un recorrido por los diferentes tópicos que motivaron la construcción de las categorías
semitopológicas y las categorías de prehaces asociadas.
6.1. Inquietudes
Durante el estudio desarrollado en el presente texto, surgieron preguntas las cuales aun no
tiene respuestas, algunas de ellas son:
• Se notó que si se fija el espacio de Sierpinski S = ({,},τ), la categoría CS(Top)
es isomorfa a Top y en caso de fijar el grupo trivial, se tiene que SC<e>(Grp) =
Grp, entonces esto motiva la duda de ¿si existe un espacio topológico (X ,η) tal
que SC(X ,η)(Top) = Haus? en otras palabras ¿existirá un espacio topológico que al
fijarlo generara la categoría de los espacios de Hausdorff? Además, existirá un grupo
(G,∗) que haga SC(G,∗)(Grp) = Ab, es decir, ¿existe un grupo tal que al fijarlo me
genera todos los grupos abelianos?
• En el Ejemplo 5.7, se fijo el grupo de los enteros con la suma usual (Z,+), esto con-
llevado a que los objetos que se preservan en el tránsito a la categoría de prehaces
sean los grupos (Zn,+). Debido a que la categoría de prehaces posee exponencia-
ción, es válido estudiar la exponenciación de estos objetos y el tránsito por medio de
la adjunción que posee el funtor RZ. Esto aflora el interrogante ¿es posible transferir
esta propiedad a estos grupos y que nos indica en la categoría Ab?
• En las categorías semitopológicas g-plenas, al fijar objetos, las soluciones semi ini-
ciales y semifinales indujeron semicolevadores de estructura, en caso de contemplar
la noción dual de estas categorías, las co-semitopológicas g-plenas, ¿las soluciones
semi co-iniciales y semi co-finales inducen semielevadores de estructura?
• Los elevadores de estructura tiene una propiedad especial respecto a sus puntos fijos,
que no solo forman categorías topológicas sino también resultan cartesianas cerra-
das. Al ser los semielevadores de estructura la generalización de las elevaciones, ¿es
válido pensar que los puntos fijos de los semielevadores son categorías cartesianas
cerradas? En caso negativo, encontrar un contraejemplo.
• En caso de que el funtor RW no resulte fiel o pleno ¿es posible construir a partir
de SCW (A) una subcategoría reflexiva de EW (A)? Lo anterior es equivalente a in-







La noción de exponenciación
Se mencionó anteriormente propiedades categóricas que permiten clasificar ciertas catego-
rías, una herramienta adicional de clasificación es la noción de exponenciación, es decir:
Definición A.1. [16] Sea A una categoría con productos finitos, se dice que tiene expo-
nenciación si para todo objeto X en A el funtor −×X : A → A que asigna a cada objeto
Y el objeto Y ×X y a cada morfismo f :Y → Z el morfismo f × idx :Y ×X → Z×X, tiene
adjunto a derecha.
En la literatura es posible encontrar una forma equivalente de la definición anterior, la
cual indica que A tiene exponenciación si para todo par de objetos X ,Y en A, existe un
objeto Y X y un morfismo ev : Y X ×X → Y llamado la evaluación, tal que para todo objeto
Z en A y todo morfismo f : Z×X → Y existe un único morfismo φ : Z → Y X tal que






Y X ×X ev // Y
Al estudiar el concepto anterior en la categoría de los conjuntos, motiva el siguiente ejem-
plo.
Ejemplo A.1. Sea la categoría de conjuntos Conj y dos conjuntos A, B, es posible formar
el conjunto AB de todas las funciones de B en A y el morfismo evaluación ev : AB×B → A
que se define de manera natural por ev( f ,a) := f (a).
Otras categorías que poseen exponenciación son:
Ejemplo A.2. [2] Sea la categoría de las relaciones Conj-Rel y sean (A,ρ) y (B,η) ob-
jetos de Conj-Rel, se define el objeto ((A,ρ)(B,η),τ) con la relación τ dada por f τg si y
solo si aηb entonces f (a)ρ f (b), con el morfismo evaluador ev( f ,a) = f (a).
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La categoría de los conjuntos parcialmente ordenados Pos, si (A,≤A) y (B,≤B) son con-
juntos parcialmente ordenados se define el objeto ((A,≤A)(B,≤B),≤) con f ≤ g si y solo si
para todo b ∈ B se cumple f (b)≤A g(b).
La categoría de los espacios topológicos posee propiedades interesantes como son facto-
rización de fuentes por medio de epimorfismos y monomorfismos, la existencia de límites
y colímites, pero al estudiar la noción de exponenciación se encuentran falencias en la
existencia, es decir, si se tiene dos conjuntos A,B es posible hablar del conjunto AB de
todas las funciones de B en A, como se mencionó en el ejemplo anterior, pero si se tienen
dos espacios topológicos (X ,τ) y (Y,µ) no es posible afirmar que el conjunto (X ,τ)(Y,µ)
de todas las funciones continuas de (Y,µ) en (X ,τ) se pueda dotar de una topología que
haga cumplir la propiedad universal, esto motiva el siguiente ejemplo:
Ejemplo A.3. [2], [19] Sean R con la topología usual y Q, los racionales, vistos como
subespacio de R, el funtor −×Q : Top→ Top al no preservar coigualdores, no preservará
colímites y por lo tanto no puede poseer adjunto a derecha.
Note que se afirmó que el objeto (X ,τ)(Y,µ) debe corresponder a las funciones continuas de
(Y,µ) a (X ,τ), aunque este objeto es un elemento abstracto de la categoría, es válido hacer







Y X ×X ev // Y
En caso de que conmute, indica que al tenerse {·}×X ' X entonces Y X = { f : X → Y }.
En la búsqueda de la existencia de la exponenciación en la categoría de los espacios topo-
lógicos se encontró la subcategoría de los espacios secuenciales, a lo cual en la década del
70 se comprobó que posee exponenciación. Posterior a esto se encontró una conexión con
los coelevadores de estructura de dicha subcategoría.
Proposición A.1. [19] La subcategoría plena de Top formada por los espacios secuen-
ciales corresponde a la categoría EN∞(Top).
Debido a las propiedades de los puntos fijos de coeleavadores se concluye que EN∞(Top)
es una subcategoría correflexiva de Top es decir, los espacios secuenciales son una sub-
categoría correflexiva y además es topológica. Para la construcción de la exponenciación
tome X , Y espacios secuenciales y forme el conjunto XY dotándolo de la topología com-
pacto abierta, la cual genera que el espacio XY sea la exponenciación debido a que la
función XY ×Y → X es continua bajo la topología antes mencionada y cumple la propie-
dad universal.
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Al considerar ahora una categoría semitopológica, se tiene que las condiciones propias
de semilevantamientos no son tan fuertes para levantar las propiedades de exponencia-
ción. Un ejemplo son los grupos abelianos Ab y el funtor de olvido a la categoría de
los conjuntos, debido a que esta última posee esta propiedad pero no Ab ya que si to-
ma el objeto (Z,+)(Z,+) el cual con la operación suma resulta isomorfo al grupo trivial,
Y = Z = (Z,+), X = (Z,+) y f = (idZ, t), donde t es el homomorfismo trivial de (Z,+)
a (Z,+), como (Z,+)(Z,+) es isomorfo al grupo trivial entonces φ será igual al homo-
morfismo trivial de (Z,+) a (Z,+)(Z,+), por ello el siguiente diagrama no es conmutativo






(Z,+)Z× (Z,+)ev // (Z,+)
Al considerar el objeto (Z,+)(Z,+), este brindó una idea del posible fallo de la exponen-
ciación en Ab, lo cual es cierto por un argumento análogo al usado anteriormente para la
categoría Top,
Ejemplo A.4. Sea Z el grupo de los enteros con la operación suma, sea el funtor −×Z :
Ab → Ab, tome el coproducto ZtZ, entonces el grupo (ZtZ)×Z al no ser isomorfo a
Z×ZtZ×Z conllevará a que el funtor −×Z no preserve coproductos y por lo tanto no
puede poseer adjunto a derecha.
En las categorías topológicas Montañez estudia las propiedades de los puntos fijos de los
elevadores debido a que forman categorías cartesianas cerradas, por lo cual poseen ex-
ponenciación, pero al estudiar esta noción con respecto a los coelevadores, en especial en
los semicoelevadores de estructura, no ocurre que los puntos fijos sean una categoría car-
tesiana cerrada. Para esto tome el grupo trivial < e>, el semicoelevador SC<e> :Ab→Ab
inducido por las soluciones semifinales al fijar dicho grupo, tiene por puntos fijos Ab y en
el ejemplo anterior se notó que la categoría de los grupos abelianos no posee exponencia-
ción, por lo tanto no es cartesiana cerrada.
En contraste con las categorías topológicas, en las cuales podemos construir elevadores al
fijar objetos del espacio, en las categorías semitopológicas las soluciones semi iniciales y
semifinales inducen tan solo semicolevadores, es por ello que la herramienta de dotación
de propiedades categorías a las categorías por estos funtores inducidos al fijar objetos, no
es posible.
Al construir una categoría de prehaces, que a su vez es un topos, se tiene que esta posee
exponenciación, es así que al considerar la categoría EZ(Ab) es posible estudiar esta no-
ción con respecto a los grupos (Zn,+) debido a que se tiene información de estos grupos
en esta categoría, como se mostró en el Ejemplo 5.7 y además se tiene una caracterización
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de los objetos Y X en EZ(Ab), esto se tiene por lo propuesto en [16].
El objeto Y X = hom(M×X ,Y ) en la categoría de prehaces ConjMop , donde M es un mo-
noide visto como categoría, es relevante debido a que si M = hom(Z,Z) se tiene que
ConjM
op
= EZ(Ab) implicando que dados dos grupos (G,∗G) y (H,∗H) en SCZ(Ab), se
tiene que (RZ(G))RZ(H) = hom(M×RZ(H),RZ(G)).
Debido a que LZ(M) = Z, LZ(RZ(G)) = (G,∗G) y LZ(RZ(H)) = (H,∗H) es posible con-
siderar formar el objeto
(G,∗G)(H,∗H) = hom(Z× (H,∗H),(G,∗G))
El problema de no tener la plenitud del funtor RW , es que no necesariamente se preservara
este objeto en la categoría Ab o Grp, es por ello que se debe seguir estudiando bajo qué
condiciones los funtores RW y LW puede preservar este objeto.
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Apéndice B
Noción de ser más fino que en categorías
semitopológicas
Con el fortalecimiento de la teoría de categorías en diferentes áreas de la matemática,
surgió la necesidad de trasladar nociones conocidas en ámbitos categóricos. En caso par-
ticular se estudiaron los levantamientos propios de fuentes y sumideros los cuales son la
esencia de las topologías iniciales y finales, generalizando así las propiedades del funtor
olvido entre la categoría de los espacios topológicos y la categoría de conjuntos a catego-
rías arbitrarias.
Otra noción importante es la de ser más fino que, esto en espacios topológicos se interpre-
ta por medio de los abiertos del espacio, en otras palabras se dice que un espacio (X ,τ)
es más fino que (X ,η) si existe una función continua entre ellos, este hecho lo trasladó
Montañez con las nociones de elevación y coelevación debido a que si existe una eleva-
ción esta genera que se satisfaga X ≤ E(X), implicando que existe una función continua
f : E(X) → X lo que conlleva que E(X) posea más abiertos que X por lo cual es válido
decir que E(X) es más fino que X ; de forma contraria ocurre con las coelevaciones, las
cuales generan que X sea más fino que C(X).
Al seguir el camino del traslado de las nociones de abierto y ser más fino que, para catego-
rías semitopológicas nos encontramos dos clases distintas de abordarlo, la primera son las
categorías semitopológicas, las cuales están compuestas por estructuras del tipo topológi-
co, sean espacios de Hausdorff, grupos topológicos, espacio vectoriales topológicos, entre
otras. En ellas aún se puede hablar de abiertos y por tanto, comparar dos objetos relativos
a esta noción. Pero si nos enfocamos en las categorías semitopológicas del tipo algebraico,
grupos, espacios vectoriales, no se encuentra el concepto de abierto definido como en la
teoría de topología, por lo tanto, si se construyeron los semicoelevadores de estructura co-
mo generalización de los coelevadores, es pertinente pensar que un objeto es más fino que
otro si existe una coelevación que los conecte, el problema es que dicho ser más relación
al tipo de semicoelevación y por tanto, a una subcategoría, caso contrario de lo que genera
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los abiertos de un espacio topológico ya que tan solo nos enfoca en la estructura interna
del objeto y no en su interrelación con la subcategoría a la que pertenezca.
Aunque la semicoelevación nos conlleva mirar al objeto respecto a su entorno relativo
a una subcategoría fija y no en su estructura interna, es posible considerarla como una
aproximación de la noción de ser más fino que para objetos de categorías semitopológi-
cas, el problema radicaría en lo débil que puede ser la condición X ≤ SC(X) debido a
que de manera opuesta a lo que ocurre en los espacios topológicos, cuando se tiene que
SC(X) ≤ X conlleva que solo existe el morfismo f : X → SC(X) y no se podría construir
h : SC(X) → X , mientras que si nos enfocamos en los grupos abelianos y la semicoele-
vacion a los grupos abelianos libres de torsión tratada en el ejemplo 4.6, si X ≤ SC(X)
implica que h : X → SC(X) pero también existe g : SC(X)→ X dada por la inmersión y en
este caso no es posible por medio de los morfismos concluir quien es más fino que el otro.
La diferencia que es posible encontrar es que uno pertenece a la subcategoría de estudio y
por tanto, es adecuado trabajar con ella al aplicar la teoría propia relativa a la subcatego-
ría, en otras palabras aplicar enunciados que solo los satisfacen este tipo de grupos y no
en general la teoría de grupos abelianos.
Al notar que se debe fortalecer la noción de ser más fino que relativa a las semicoleva-
ciones más allá de la condición SC(X) ≤ X , se encontró que al solicitar que si existe un
morfismo h : SC(X)→ X , este debe ser un monomorfismo conllevado que SC(X) sea un
subobjeto de X y por la condición de la semicolevación sea el mejor que contenga informa-
ción tanto de la subcategoría y del objeto, lo anterior es con base en lo estudiado en torno a
constructos semitopológicos y de los ejemplos que fueron tratados para semicoelevadores.
Es pertinente profundizar en estos conceptos para poder concluir si las semicoelevaciones
pueden trasladar la noción de ser más fino que entre dos objetos como lo hacen los abiertos
entre espacios topológicos, para categorías semitopológicas, o en caso de que no sean
suficientes las condiciones antes expuestas buscar posibles caminos de solución que tengan
por esencia las reflexiones propias de los semicolevadores de estructura.
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Apéndice C
El principio de Vopĕnka para categorías
semitopológicas
La conexión entre reflexividad y soluciones semifinales bajo condiciones de g-plenitud
de la categoría semitopológica, nos permite encontrar una conexión con las categorías lo-
calmente presentables semitopológicas y el principio débil de Vopĕnka [4]. Para entender
esta relación, es necesario presentar algunos conceptos previos:
Definición C.1. [17] Sea C una categoría y λ un cardinal regular infinito, se dirá que C
es λ -accesible si:
• C posee un conjunto de elementos λ -presentables salvo isomorfismos y todo objeto
de C es colimite de objetos λ -presentables.
• C es cerrada bajo colímites λ -dirigidos
Se dirá que C es una categoría accesible, si existe λ tal que C sea λ -accesible.
Con base en lo anterior, C es una categoría localmente presentable si C es una categoría
accesible y posee todos los colímites pequeños, este tipo de categoría permite clasificar las
subcategorías reflexivas por medio del principio débil de Vopĕnka y por lo mostrado por
Adamek, Rosicky en [4], se tiene que:
Teorema C.1. El principio de Vopĕnka es equivalente a:
Para C una categoría localmente presentable, toda categoría plena D → C la cual es
cerrada para límites es una categoría reflexiva.
Conjugando los Teoremas 4.13 y C.2 se tiene una forma equivalente del principio de
Vopĕnka para categorías semitopológicas g-plenas,
Teorema C.2. El principio de Vopĕnka es equivalente a:
Para C una categoría localmente presentable semitopológica g-plena, toda categoría ple-
na D la cual es cerrada para límites, es una categoría semitopológica.
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Lo anterior se consideró para la construcción de categorías de prehaces semitopológicos
debido a que el topos de m-conjuntos asociado a una categoría semitopológica es una
categoría localmente representable, esto se desprende del siguiente teorema, cuya prueba
se encuentra en [16].
Teorema C.3. [16] Todo prehaz es el colímite de prehaces representables.
Conjugando el teorema anterior con el hecho de que el topos EW (A) posee límites finitos,
implica que es una categoría localmente presentable. Por lo anterior, es de interés el cum-
plimiento del principio de Vopĕnka en la categoría EW (A) como prueba alternativa que la
categoría EW (A) es un topos semitopológico. En la literatura consultada no se encontró
una prueba de la reflexividad para categorías de prehaces y no ha sido posible aún verificar
su cumplimiento, para su equivalencia con respecto a ser semitopológico.
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